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Abstract This study investigates the dynamics of planar 

open-loop robotic systems with n-link elastic arms 

connected via revolute joints, focusing on multiple 

collision phenomena. The equations of motion are derived 

using the recursive Gibbs-Appell algorithm, and collision-

contact dynamics are modeled with a regulated approach. 

Transverse vibrations of the links are modeled using the 

Timoshenko beam theory, incorporating structural 

damping and air resistance for improved accuracy. The 

joints are assumed to be frictionless and backlash-free, 

while friction forces are considered at ground contact 

points. The system operates in two phases: flight and 

collision. During collisions, viscoelastic forces introduce 

stiff differential equations, requiring special handling due 

to the short collision duration. Accurate detection of 

collision onset and termination is achieved using a novel 

computational algorithm. To validate the model, the 

dynamic behavior of a three-link robotic system is 

simulated. Four distinct mode shapes are used to analyze 

their effects on the elastic deformation of the links. A 

comparative analysis highlights the influence of mode 

shapes on system behavior, demonstrating the 

framework's precision and efficiency in modeling and 

simulation. 

Key words:  Mode shape, Gibbs-Appell, Friction, Elastic 

robot, Contact forces 

 

1-Introduction 

Flexible robots have garnered increased attention in 

research and development due to their numerous 

advantages, such as being lighter, consuming less energy, 

and performing more complex tasks. This paper 

investigates and simulates the contact and friction forces 

in flexible robotic arms. The primary objective of this 

research is to model and analyze the contact-impact 

phenomenon in robotic systems with flexible links. By 

employing precise modeling and analyzing dynamic 
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forces, this study aims to optimize the movement and 

control of these robots. 

This article highlights the importance of the relative 

indentation of two bodies in calculating contact force in 

continuous models and examines the impact of various 

parameters such as surface geometry, stiffness, adhesion, 

and slipperiness on the magnitude of collision forces. 

Several studies on collision models and the effects of 

friction in multi-body systems are reviewed. Zheng and 

Zheng studied the impact of joint clearance in 3-RRR and 

4-RRR mechanisms. Li et al. proposed a method for 

generating practical paths in robotic systems, and Yang et 

al. derived the dynamic model of mechanisms with 

clearance. Finally, Shafei and Shafei conducted dynamic 

modeling of robotic systems in contact with the 

environment. 

 

2. Dynamic Motion Equations 

The dynamic motion equations of robotic systems are 

derived using the recursive Gibbs-Appell algorithm and a 

regularized approach to model the contact-impact 

phenomenon. These equations incorporate various forces, 

such as contact forces and frictional forces, at points where 

the links collide with the ground. To enhance modeling 

accuracy, the transverse vibrations of the links are 

calculated using Timoshenko beam theory, considering 

both structural and air damping effects. This modeling 

enables precise prediction of the robot’s dynamic behavior 

under diverse conditions (Fig. 1). 

In this article, the system’s differential equations 

include Gibbs acceleration, elastic potential energy, and 

energy dissipated due to structural and air damping. These 

equations are formulated in two phases: motion suspended 

in the air and motion involving ground contact. During the 

flight phase, only gravitational force is considered as an 

external force, and the equations are expressed in inverse 

and direct dynamic forms. The system’s total inertia matrix 
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and the vector of remaining dynamic terms are key 

components of these equations, calculated using the 

recursive Gibbs-Appell algorithm. 

 

 
 

Figure 1. A chain of flexible free-falling links 

 
3. System Motion Phases 

The system’s motion consists of two phases: flight and 

collision. In the flight phase, the robot moves freely 

without any contact with the ground. Conversely, in the 

collision phase, contact occurs between the robot’s links 

and the ground. During this phase, the system’s differential 

equations include viscoelastic forces, which require 

special computational measures due to the brief duration 

of the collision. To precisely control the moment of 

collision and the exit from it, a specific computational 

algorithm has been employed, enabling a smooth transition 

between the two phases with high accuracy (Fig. 2). 

The system begins its motion in the flight phase; 

therefore, the equations for this phase are derived first. In 

the flight phase, apart from the gravitational force, the 

effects of strain potential energy and energy dissipation 

factors (including air damping and structural damping) are 

included on the left side of the equation. No other external 

forces act on the system, and thus, the right side of the 

equation equals zero. This equation represents the inverse 

dynamics form of the system under study. 

In the collision phase, it is assumed that the robotic system 

contacts the ground only at the extremities of its links. In 

this phase, the system experiences vertical forces from 

impact and frictional forces due to contact between the 

links and the ground. Consequently, in this phase, the 

generalized forces resulting from these two forces replace 

the UjU_jUj terms in the equation. 

To solve the differential equations of motion, an 

algorithm based on the Runge-Kutta-Fehlberg (RK45) 

method has been developed. This algorithm allows the 

time step to be automatically adjusted during the impact 

period, minimizing numerical error while meeting the 

desired accuracy. In simulations, accurately determining 

the moment of impact is of paramount importance. Failure 

to accurately identify the impact moment disrupts the 

energy balance in the system, leading to unrealistic results. 

To address this challenge, a computational algorithm has 

been proposed to precisely detect the moment of impact. 

 

 

 
 

Figure 2. Falling three-link elastic robot 
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Figure 3. Schematic figure of mode shapes used in simulation 

 

4-Contact Force 

In this research, the mathematical modeling of the impact-

contact phenomenon has been carried out using a 

regularized method. The contact force is expressed as a 

function of the relative indentation of two bodies and its 

derivative. There are different models for calculating the 

contact force, with variations in how this force is 

computed. Initial models like Hertz’s model and 

contemporary models based on the Hunt-Crossley model 

have been developed. These models allow us to calculate 

the contact force between the robot’s links and the ground 

with greater accuracy. 

 

5-Friction Force 

Friction, as a critical factor influencing the system, can 

cause energy dissipation, noise, vibration, and changes in 

system parameters. Friction models are categorized into 

static and dynamic types. Dynamic models better describe 

the system’s transient state and include an additional 

variable for modeling the friction force. In this paper, the 

friction force resulting from sliding and sticking at the 

contact points for flexible robotic arms has been modeled 

and simulated. This modeling enables us to examine the 

impact of friction force on the robot’s dynamic behavior 

with greater precision. 

 

6-Simulation and Results 

To demonstrate the efficiency and accuracy of the 

developed program, computer simulations were conducted 

to study the dynamic behaviour of a three-link robotic 

system. These simulations allow us to investigate various 

effects, including the elastic deformations of the links. 

Four different mode shapes were used for this purpose, and 

their results were compared. This comparison indicates 

that the choice of different mode shapes significantly 

impacts the system’s dynamic behavior. To maintain the 

symmetry of the system, various boundary conditions, 

including simple and clamped supports, have been 

selected. The simulation results show that the system 

experiences different displacements and oscillations under 

these various boundary conditions. The joint displacement 

diagrams clearly illustrate these changes in different 

directions, showing that the amplitude of vibrations and 

the frequency of oscillations differ for various mode 

shapes. For instance, in the boundary conditions cc-cc-cc 

and sc-cc-cs, the oscillation amplitudes are lower and the 

vibration frequencies are higher compared to the boundary 

conditions cs-ss-sc and ss-ss-ss. Furthermore, by 

examining the system’s energy error percentage diagrams, 

it is observed that the more constrained the system is, the 

lower the computational error and the better the symmetry 

is preserved. These results indicate that the choice of 

boundary conditions and mode shapes has a direct impact 

on the dynamic behavior of the system and can be utilized 

to optimize the performance of robots under different 

conditions. 
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Figure 4. System energy error percentage in terms of time 

 
7-Conclusion 

The dynamic modeling of a two-dimensional open-chain 

robotic system with n elastic links in the flight and 

collision phases has been performed using the recursive 

Gibbs-Appell method. The vibrations of the links have 

been estimated using the assumed mode method based on 

Timoshenko beam theory. A specific computational 

algorithm has been used to precisely control the entry and 

exit of the collision phase. The conducted simulations 

demonstrate that the choice of different mode shapes 

significantly impacts the system’s dynamic behavior. 

These results indicate that by optimizing the mode shapes, 

the dynamic performance of flexible robots can be 

enhanced, making them ready for more complex tasks. 
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اند، تشکیل شدهلینک الاستیک با مفاصل دوراني  n كه از ای(صفحه) بعدیدورباتیکي حلقه باز  هایدر مقاله حاضر برخوردهای چندگانه برای سیستم  چکيده

تنظیم  تماس در آن به شیوه-پديده برخورد سازیمدلاپل و -سیستم توسط الگوريتم بازگشتي گیبساين دينامیکي حركت مورد مطالعه قرار گرفته است. معادلات 
اثرات  ،سازیمدلبرای بالا بردن دقت است. همچنین  استفاده شده از تئوری تیر تیموشنکو  هاارتعاشات عرضي لینک سازیمدلصورت گرفته است. برای  شده

نیروی اصطکاک لحاظ  ،ها با زمینای و میرايي هوا در نظر گرفته شده است. مفاصل بدون لقي و اصطکاک بوده، اما در محل برخورد  لینکمیرايي سازهناشي از 

نیروهای ناشي از  هایدر برگیرنده ترمبرخورد  مرحلهدر پرواز و برخورد است. معادلات ديفرانسیل سیستم  مرحلهشده است. حركت سیستم دارای دو 
بوده و حل آنها  بسیار سخت ،نیروی برخورد ماهیت. اين معادلات ديفرانسیل جديد به دلیل دهندرا نتیجه ميمعادلات حركت جديدی  هستند كهويسکوالاستیک 

سزايي برخوردار هبا توجه به زمان بسیار كوتاه برخورد، تشخیص دقیق لحظه برخورد از اهمیت ب .طلبداندک  برخورد تمهیدات خاصي را ميزمان بسیار در مدت 
شود. برای مي كنترل ييبالابسیار با دقت  كه در اين مقاله ارائه شده است، ایويژه محاسباتي است. برای اين منظور ورود به فاز برخورد و خروج از آن با الگوريتم

 برایدر پايان لینکي انجام شده است. سه رباتیکي رفتار دينامیکي يک سیستممطالعه كامپیوتری برای  هایسازیبرنامه توسعه داده شده، شبیه و دقتيي اكارنمايش 

 اند.ها استفاده شده و نتايج آنها با يکديگر مقايسه شدهسازیشیپ متفاوت در شبیهاز چهار دسته مود ،هاالاستیک لینک تغییرشکلها بر روی بررسي اثر مودشیپ
 .اپل، اصطکاک، ربات الاستیک، نیروهای تماسيـ  شکل مود، گیبس  کليدي هايواژه

 
 مقدمه

ارهای خطرناک، سنگین و تکراری ها برای انجام كاز ربات
ها يابي به دقت بالاتر و همچنین امنیت بیشتر انسانمنظور دستبه

روز افزون  هایبرای برآورده كردن نیاز رو ود. از اينشاستفاده مي
، كاراتر، قدرتمندتر و با ترتر، دقیقهايي سبکصنايع بايد ربات

در  رو پیشمصرف انرژی كمتر تولید شوند. از مشکلات 
توان به پیچیدگي استخراج های الاستیک ميسازی رباتشبیه

ربات، عملگر نهايي  ارتعاشمعادلات دينامیکي حركت، 
توانند طراحي . اين عوامل ميدكرانحرافات استاتیکي و... اشاره 

ها را پیچیده كنند. از طرفي ربات از گونه كننده برای اينكنترل
پذير مزايای بسیار زيادی دارد. برای انعطاف هایطراحي ربات

های الاستیک، نسبت وزن بار قابل حمل به وزن ربات بیشتر ربات

                                                            
 باشد.مي 9/4/1403پذيرش آن  تاريخ و  20/2/1403مقاله  دريافت تاريخ *

 ( دانشجوی كارشناسي ارشد مهندسي مکانیک، دانشکده فني و مهندسي، دانشگاه شهید باهنر، كرمان.1)

 Email: shafei@uk.ac.ir باهنر،كرمان.( نويسندۀ مسئول، دانشیار، دانشکده فني و مهندسي، دانشگاه شهید 2)

 های محرک، مصرف كمتر تر شدن موتور. همچنین كوچکاست
یستم تر شدن سساخت، چابکهای كمتر مربوط به هزينهانرژی، 

های جراحي از های فضايي و سیستمو قابلیت استفاده در سازه
 پذير نسبت بهای انعطافههای رباتمزيتديگر دور، از 

 -مطالعه پديده برخورد ،های صلب است. از سوی ديگرربات
لقي  سازیمدلو يا  ،اطراف با محیطربات دلیل تعامل تماس به

با توجه به لذا ر است. از اهمیت بالايي برخوردات، اتصالادر 
 -سازی پديده برخوردشبیههدف اصلي اين تحقیق آنچه ذكر شد، 

تلفیق اين دو  است. پذيرهای انعطافلینکبا  ييهارباتتماس در 
كه جای است آن دسته از موضوعات علم مکانیک  وجزموضوع 

 شود.بررسي و مطالعه بیشتر پیرامون آن احساس مي
نهايي ربات به يک موقعیت عملگر دقیق دسترسي  منظور به 

https://mechanic-ferdowsi.um.ac.ir/article_45381.html?lang=fa
https://doi.org/10.22067/jacsm.2024.88007.1256
https://orcid.org/0000-0002-0996-1153
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، اين مجری نهاييمشخص در فضا و جلوگیری از ارتعاشات 
لت تغییر توان بازوها را حجیم و قطور طراحي كرد. در اين حامي

. اما اين كار باعث كند شدن شدد فرم الاستیک ناچیز خواه
تعیین  حركت ربات و صرف انرژی زيادتری برای پیمايش مسیر

هايي كه در فضا مورد عنوان مثال ربات . به[1] گرددميشده 
تا شوند ممکن سبک طراحي حد تا بايد گیرند، مياستفاده قرار 

رو ملزم به  رداری از آنها كمتر گردد. از اينبهزينه ارسال و بهره
 های مختلفي برایپذير هستیم. روشاستفاده از بازوهای انعطاف

طور  بهپذير وجود دارد. های انعطافارتعاشي لینک سازیمدل
 روش المان محدود، و روش مودهای فرضيتوان به مثال مي

دهای فرضي برای تعیین و. در اين تحقیق از روش ماشاره نمود
های الاستیک استفاده شده است. بدين صورت كه تغییرشکل

 هایشکل مودتركیب خطي صورت  بهلینک  نقطه از موقعیت هر
است  شکل مودوزن  همان شکل مودگردد. ضريب آن تعیین مي

لینک را  پذير آنتغییر شکل انعطاف ثیر آن مود درأكه میزان ت
استخراج معادلات دينامیکي حركت حال،  با ايندهد. نشان مي

اويلر، لاگرانژ،  -نیوتن مرسوم مانند هایبايد با يکي از روش
 صورت گیرد.اپل و يا ...  -ن، گیبسهمیلتو

با برنولي و  -تئوری تیر اويلراستفاده از با  جنییل و همکاران 
يک لینک  مودهای فرضي به استخراج معادلات حركتتکنیک 
و میزان انحراف انتهای لینک در راستای  ،پرداخته پذيرانعطاف

معادلات حركت علم  و زبین .[2]نمودند محور لینک را تعیین 
روش لاگرانژ و با لینک الاستیک را  يک منیپولاتور دارای دو

. برای [3]كردند المان محدود استخراج تکنیک اده از فاست
 لینک n متشکل ازنجیره رباتیکي زيک دينامیکي  سازیمدل

اند. انجام داده متنوعي، كورايم و شافعي تحقیقات رپذيانعطاف
مودهای تکنیک كارگیری هاپل و ب -ايشان با كمک روش گیبس

گونه  اين به استخراج معادلات دينامیک مستقیم و معکوس فرضي
برنولي و تئوری تیر  -بر اساس تئوری تیر اويلر هااز سیستم

حركت  سازیمدل. همچنین ايشان [4] اندتیموشنکو پرداخته
صل دوراني امف كه دارای هاييهای الاستیک را برای رباتربات

كنترل  سو و همکاران .[5]اند به انجام رسانده هستند، و كشويي
پذير در حضور اصطکاک ها و مفاصل انعطافيک ربات با لینک

ند. در اين تحقیق جزيه مجازی مورد مطالعه قرار دادبا روش ت را
هايي با درجه كه روش پیشنهادی آنها برای سیستم نشان داده شده

 اويلر دارد-آزادی بالا عملکرد بهتری نسبت به روش سنتي نیوتون
 ایلقي در مفاصل را در يک مکانیزم چهار میله اركايا و اوزمي .[6]

پذير در حضور اصطکاک بررسي كرده و های انعطافبا لینک
ثیر بسیاری در أها تلینک یپذيرانعطافنشان دادند كه خاصیت 

 .[7] ددار هاارتعاش بیرينگ
كه يک سیستم متشکل از چندين بازوی الاستیک مورد  زماني 

استخراج  منظور حجم عملیات رياضي به ،گیردقرار ميمطالعه 
شود. بنابراين بايد بسیار سنگین و پیچیده ميحركت  معادلات

ه ب ،خودكار اين معادلات بوداستخراج دنبال روشي برای به
 بهكه بتواند در كمترين زمان ممکن اين معادلات را ای گونه

های از روش همین دلیل كند. بهصورت سیمبولیک استخراج 
آرمسترانگ  شود.منظور استخراج معادلات استفاده مي بازگشتي به

افراد پیشگامي بودند كه در كارهای جزو  [9]و فدرستون  [8]
حركت  بازگشتي برای استخراج معادلات هایالگوريتماز خود 

ای حركات ضربه برای مطالعه [10]چنگ و پنگ  .استفاده نمودند
روش بازگشتي كین استفاده از  ،جسميهای چند در سیستم

 ،اويلر -الگوريتم بازگشتي نیوتن [11]هوآنگ  همچنیناند. كرده
 -الگوريتم بازگشتي اويلر [13] بايي و هاگ و [12]موهان و ساها 

كار ه های رباتیکي بمعادلات سیستم استخراجلاگرانژ را برای 
 اساس اصل كار مجازی توسط رهای بازگشتي بالگوريتم اند.برده

 و توسط ،سری برای منیپولاتورهای موازی و [14] ژنگ و سونگ
 ل حركتیديفرانسمعادلات  تعیین برای [15]يامانه و ياكامورآ 

 .استفاده شده استباز سینماتیکي  يک زنجیره
های مختلفي وجود برای بررسي پديده برخورد روشچه  اگر 
بندی كرد. سته كلي تقسیمبه دو دتوان يم ها رااين روش اما ؛دارد

است كه در آن زمان برخورد صفر هموار  ری، روش غروش اول
شود. اندازه حركت بیان مي -فرض شده و بر پايه قانون ضربه

 و سرعت  استهمچنین در اين روش اجسام صلب و نفوذناپذير 
دارای ناپیوستگي است. در روش دوم  در لحظه برخورد اجسام
زمان برخورد صفر نیست. در لحظه  تنظیم شدهروش  عنوانتحت 

شود كه به سیستم وارد شده و اندک برخورد، نیرويي تعريف مي
باعث تغییرات پیوسته اما سريع در سرعت اجسام خواهد شد. در 
اين حالت اجسام صلب نبوده و هنگام برخورد در يکديگر فرو 

محاسبه  به نحوهموجود در اين روش  یهاروند. تفاوت مدلمي
توان به های اولیه ميگردد. از مدلمينیروی برخورد در آنها بر

اشاره كرد كه بدون اتلاف انرژی يا  [16] هرتزخطي  مدل غیر
هانت و  های پر كاربرد امروزی بر پايه مدلفاقد دمپر است. مدل

ها با در نظر گرفتن اند. اين مدلتوسعه داده شده [17] كراسلي
هیسترزيس، اتلاف انرژی حین برخورد را مدل  نگدمپی پارامتر
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مختلفي برای بهبود اين ن امحققكنند. پس از هانت و كراسلي مي
هربرت و  توان بها ميهترين آناند كه از مهممدل، تلاش كرده

فلورز  ،[20]لنکراني و نیکروش  ،[19]لي و ونگ  ،[18]وانل مک
اشاره  [23] وو گو وهو و [22] غريب و هرمزلو ،[21]و همکاران 

 كرد.

محاسبه هم فرورفتگي نسبي دو جسم معیار مهمي در میزان در 
. بدين صورت كه نیروی های پیوسته استنیروی تماس در مدل

هم فرورفتگي نسبي و مشتق آن  صورت تابعي از در تماس را به
اتلاف عامل  در نظر گرفتن گونه كه ذكر شد كنند. همانبیان مي
 سازیمدلتا شود موجب ميم دو جس میان در برخوردانرژی 

شود. علاوه بر اين میزان نیروی انجام تری از پديده برخورد دقیق
برخورد به پارامترهايي از جمله هندسه دو سطح، سختي، 

 آلوز و همکاران چسبندگي، لغزندگي، دما و... نیز بستگي دارد.
های برخورد جامعي روی انواع مدل خود بررسي نسبتا تحقیق در 

. از مطالعات اخیر انجام شده در رابطه با [24]اند انجام داده
اشاره كرد كه با استفاده از  ژنگ و ژنگ توان به كاربرخورد مي

 استفاده اويلر برخورد ناشي از لقي در مفاصل را با -روش نیوتون
-4و  RRR-3 ایهای صفحهمکانیزممدل تماس فلورز برای  از

RRR 4مکانیزم كه  اندنشان دادهاند. ايشان بررسي كرده-RRR  از
)بدون ل ئاايدلحاظ سینماتیکي و دينامیکي در مقايسه با حالت 

 .[25] دهدميارائه  RRR-3لقي( نتايج بهتری نسبت به مکانیزم 
 یبرا ،یرگیبر نمونه يمبتن ينيروش نو لي و همکاران همچنین

كه  يکیربات ستمیس کي یو قابل كنترل برا يعمل هایریمس دیتول
اين روش شامل  ، ارائه دادند.در تماس است رامونیپ طیبا مح

يابي برای تولید يابي همراه با دو مرحله بهینهيک پروسه نمونه
ربات چهار  کي یرا برا یسازهیشب شانيابهترين مسیر است. 

اند كه روش به انجام رسانده و نشان داده ایصفحه یدرجه آزاد
 .[26] گردديم یوتریارائه شده منجر به كم شدن محاسبات كامپ

با مدل دينامیکي يک مکانیزم حلقه باز  [27] نگ و همکاراناي
 -را بر اساس معادلات نیوتن دوراني فضايي دارای لقي مفاصل

عددی نشان اند. نتايج اويلر و تئوری تماس هرتز استخراج كرده
روی رفتار  مفاصل دوراني فضايي دارای لقيثیر أدهد كه تمي

 ایصفحه انواعتر از دينامیکي مکانیزم حلقه باز مورد مطالعه، قوی
های دينامکي سیستم سازیمدلاست. شافعي و شافعي  آن

را مورد مطالعه كنند ميرباتیکي كه با محیط پیرامون خود برخورد 
سازی برخورد از قانون برخورد نیوتن ان در شبیهاند. ايشقرار داده

اپل -و معادلات ديفرانسیل حركت را به شیوه گیبس استفاده كرده
 .[28] اندبازگشتي استخراج نموده

هم دارای سرعت  زماني كه دو سطح در حال تماس، نسبت به 
 رثیأآيد. از جمله تنسبي باشند، پديده اصطکاک به وجود مي

اتلاف انرژی، ايجاد صدا، ايجاد  شاملاصطکاک بر سیستم 
سريع  تغییر آرام يا و ارتعاش و انتشار آن در طول سیستم،

ايجاد  كه با توجه به ماهیت تماس  ؛شودميپارامترهای سیستم 
 مجموع. در [29] تواند اتفاق بیفتدهر كدام از آنها مي ،شده

 [31] و دينامیکي [30]کي توانیم به دو مدل استاتیاصطکاک را مي
های استاتیکي تنها حالت پايدار سیستم را كنیم. مدل بندیتقسیم

را بهتر های دينامیکي حالت گذرای سیستم كنند. مدلتوصیف مي
با در نظر گرفتن يک متغیر اضافي و  توصیف كرده و اين كار را

در واقع با اضافه كردن يک درجه آزادی ديگر به سیستم انجام 
دهند. اولین مدل نیروی اصطکاک، مدل اصطکاک خشک يا مي

. محققان در سالیان اخیر برای بهبود مدل [32] است كولمب
 ولمب با استیکشن، مدلكهای متنوعي مانند مدل كولمب، مدل

، مدل دارای اثر استرايبک، مدل كارناپ، اصطکاک لزج كولمب با
 .[39-33]اند و... را توسعه داده مدل آمبروزيو

 چند جسمي هایاصطکاكي سیستم سازیمدلدر زمینه  
برای تحلیل اثر  وااشاره كرد.  [40] ويتاكار تحقیقاتبه  توانمي

های چند جسمي مدل اصطکاک كولمب اصطکاک بر رفتار سیستم
چسبندگي را -پديده لغزش [41] باوچاو و جو را پیشنهاد كرد.

ز مورد تحلیل و طرفه در اتصالات متمركهای يکبرای برخورد
اجسام  زنجیره يبررسي قرار دادند. در راستای تحلیل دينامیک

تأثیر ضريب اصطکاک و ضريب  [42]پريیرا و همکاران  صلب،
 كورال و همکاران استرداد را روی رفتار سیستم مطالعه كردند.

نیروی  ،غیرفعال روندهراه هایدر زمینه دينامیک ربات [43]
های خود سازیمدلگاه را در پای تکیه اصطکاک ناشي از لغزش

 از روش هموار با استفاده [44] كیان و همکاران اند.اعمال كرده
برای را های برخورد در محلايجاد شده نیروی اصطکاک 

 .نمودند سازیو شبیه سازیمدلر پذيبازوهای انعطاف

زنجیره باز رباتیکي دو  دينامیکي يک سازیمدلدر اين مقاله  
لینک الاستیک در دو مرحله پرواز و برخورد به  nبعدی دارای 

ها در اين پذيرد. لینکاپل انجام مي -روش بازگشتي گیبس
هم متصل شده و ارتعاشات آنها  سیستم توسط مفاصل دوراني به

های فرضي بر اساس تئوری تیر تیموشنکو تخمین به روش مود
در اين كه تماس  -رياضي پديده برخورد سازیمدلشود. زده مي

برخورد  فازدر  ،صورت گرفته تنظیم شدهروش  ازبا استفاده مقاله 
با معادلات ديفرانسیل سیستم ادغام خواهند شد. برای به حداقل 
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رساندن خطا، ورود به فاز برخورد و خروج از آن با الگوريتم 
دقت بسیار بالايي با يند افراين و  ای محاسبه شدهويژهمحاسباتي 
شود. در نگارش مقاله پس از مقدمه، در بخش دوم و كنترل مي

. در گیردمورد مطالعه قرار ميسوم سینماتیک و دينامیک سیستم 
و  معرفي شده های نیروی برخورد و اصطکاکبخش چهارم مدل

مربوط به تئوری تیر  شکل مودهایسپس در فصل پنجم 
منظور مقايسه رفتار سیستم در اثر  به د.شونتیموشنکو تعیین مي

حركات ارتعاشي يک سیستم  مختلف، شکل مودهایانتخاب 
 سازیشبیهرباتیکي متشکل از سه لینک الاستیک در بخش ششم 

دست  گیری، بر روی نتايج بهو در پايان در بخش نتیجهشده، 
 پذيرد.آمده بحث و بررسي صورت مي

 

 سينماتيك سيستم
حلقه  يبه تشريح سینماتیک يک سیستم رباتیک در اين بخش 
ــکل ازباز ــای دوبعدیكه لینک  n ، متش   كند،حركت مي در فض
پذير بوده و مفاصــل بین های اين ربات انعطافپردازيم. لینکمي

 .اندبدون اصطکاک و لقي فرض شده و از نوع دورانيها لینک
 های مختصاتدستگاهاختصاص در ابتدا به اختصار نحوه  

 X1شود. دستگاه مختصات مرجع لخت توضیح داده مي
ref  X2 

ref 
فرض  در اين مقاله (.1به زمین متصل است )شکل  Orefدر نقطه 

تواند و مي نیستاول به زمین لولا لینک  بر اين است كه ابتدای
 أآزادانه در صفحه حركت كند. بنابراين موقعیت مکاني مبد

نسبت به دستگاه  X2 و X1غیر ( با دو متO1دستگاه مختصات اول )
نسبت به  O1شود. همچنین سرعت مطلق نقطه مرجع بیان مي

گونه كه  همان گردد.معرفي مي Ẋ2و  Ẋ1دستگاه مرجع اينرسي با 
به هر لینک دو چهارچوب  ،( نشان داده شده است1) در شکل

به ابتدای هر  (x1,ix2,ix3,i)چهارچوب  .شده استاختصاص داده 
مماس بر ابتدای لینک امتداد يافته  x1,iمحور  .استلینک متصل 

 درجه با محور 90زاويه پادساعتگرد   x2,i محوراز طرفي  است.
x1,i سازد. بديهي است در اين حالت محور مي𝑥3,𝑖  محور دوران(

گیری جهت است.عمود بر صفحه كاغذ به سمت خارج لینک( 
 (x̂1,ix̂2,ix̂3,i) انتهای لینکچهارچوب اختصاص داده شده به 

مماس بر انتهای لینک، محور  x̂1,iبدين صورت است كه محور 
x̂3,i  موازی با محورx3,i  و محورx̂2,i ای است كه دستگاه گونه به

 تغییرشکلگونه  چنانچه لینک هیچمختصات راستگرد ايجاد شود. 
گیری دارای جهتاين دو چهارچوب باشد، الاستیکي نداشته 
DOFمذكور  سیستم درجات آزادیعداد ت. يکسان خواهند شد =

n + ∑ mi
n
i=1 +  لینک هر زاويه) هاqjتعداد  بیانگر nكه  ،است 2

 و (x1,iو  x̂1,i−1يعني زاويه میان محورهای  ؛لینک قبلي نسبت به
mi  تعدادبیانگر j تغییرشکل سازیمدلبرای است كه  يشیپمود 

درجه دو (. همچنین δij) كار رفته استه بام iلینک  الاستیک
و حركت آزادانه آن در  دلیل لولا نبودن لینک اول به Xj آزادی 
m1 لینک اول دارایبنابراين  .است ايجاد شده صفحه + سه  3

)دو درجه آزادی انتقالي، يک درجه آزادی دوراني  درجه آزادی
و  (اول الاستیک لینک تغییرشکلدرجه آزادی مربوط به  m1و 

miها لینک ديگر + )يک درجه آزادی دوراني و  درجه آزادی 1
mi  الاستیک لینک تغییرشکلدرجه آزادی مربوط به iدارندام ). 

در  Q( موقعیت المان ديفرانسیلي 1) با توجه به شکل 
 عبارت از جمع دوام 𝑖لینک  ابتدای چهارچوب متحرک متصل به
 الاستیک( تغییرشکلجايي ناشي از ه)موقعیت صلب المان و جاب

 لذا داريم: ،آيدميدست  هب
(1) 𝐫Q/Oi = ηi 𝐗i,1 

i + {w1,i w2,i w3,i}T 
i  

 𝐗كه در آن  
i
i,1 = {1 0 0}

T  و𝜂  بیانگر فاصله المان
گونه  است كه لینک هیچحالتي برای  Oi أمبدتا  Qديفرانسیلي 

 ترتیب به w3,iو  w1,i ،w2,iتغییر فرمي نداشته باشد. 
 x1,i ،x2,i هایالاستیک در جهت تغییرشکلناشي از  هایجابجايي

 آيند.دست مي هب شکل مودهااز تركیب خطي  كهبوده  x3,iو 

 

(2) {w1,i w2,i w3,i}T =∑ δij(t)𝐖ij(η)
mi

j=1
 

 

𝐖ij = {W1,ij W2,ij W3,ij}T ای است كه بردار تابع ويژه
و  W2,ij) و خمشي (W1,ij) محوری شکل مودهایهای آن ؤلفهم

W3,ij) گونه كه پیشتر نیز گفته شد،  تیرهای الاستیک هستند. همان
mi  الاستیک لینک  تغییرشکلاست كه با آن  شکل مودهاييتعداد
iهمچنینشودام تخمین زده مي . δij(t) شکل  متغیر با زمان وزن

در اين مقاله فقط  ذكر استلازم به .ام استiام از لینک j مود
در نظر گرفته شده است. بنابراين  x2,i ارتعاشات لینک در جهت

W1,ij  وW3,ij .صفر هستند 
 سازیمدلدر اين مقاله از تئوری تیر تیموشنکو برای  

 تغییرشکلبا توجه به شود. ها استفاده ميالاستیک لینک تغییرشکل
زاويه میان خط مماس  ،(1در شکل ) Qنشان داده شده برای المان 

صورت زير نوشته متداد صلب آن، بهبر لینک تغییر فرم يافته با ا
 شود:مي

 

(3) 
∂w2,i

∂η
= Θ3,i + γ3,i 
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 پذير در حال سقوط آزادهای انعطافای از لینکزنجیره  1شکل 

شیب ناشي از  Θ3,iشیب ناشي از اثرات برشي و  γ3,iكه در آن 
دلیل حركت  ذكر است كه به اثرات خمشي است. در اينجا لازم به

 صرف x2,iو  𝑥1,𝑖ای در راستاهای ای از تغییر فرم زاويهصفحه
Θ1,iنظر شده است ) = Θ2,i = با استفاده از روش  Θ3,i(. اما 0

 شود:صورت زير ارائه مي مودهای فرضي به
 

(4) 𝛉i = {0 0 Θ3,i}T =∑ δij(t)𝚯ij(η)
mi

j=1
 
i  

 

طه فوق  𝚯ijدر راب = {0 0 Θ3,ij}   
T.  فه های اين   همچنین مؤل

شکیل     شکل مودهای بردار از  شنکو ت دوراني مربوط به تیر تیمو
شکل توان مي (4)تا  (2)شده است. اكنون با استفاده از معادلات 

 دست آورد. هصورت زير ب كرنش برشي را به مودهای
(5) Γ3,ij =

∂W2,ij

∂η
− Θ3,ij 

 

اپل به استخراج معادلات  -در ادامه با استفاده از روش گیبس 
ستم مورد مطالعه مي    سی شتاب  حركت  پردازيم. به اين منظور به 

 گردد:صورت زير بیان مي نیاز داريم كه به Qمطلق المان 
�̈�𝑄 
𝑖 = �̈�𝑂𝑖 

𝑖 + �̈�𝑄/𝑂𝑖  
𝑖 + 2 𝛚 

𝑖
𝑖 × �̇�𝑄/𝑂𝑖 

𝑖 + �̇� 
𝑖

𝑖 × 𝐫𝑄/𝑂𝑖 
𝑖

+ 𝛚 
𝑖

𝑖 × ( 𝛚 
𝑖

𝑖 × 𝐫𝑄/𝑂𝑖) 
𝑖  

(6) 
 �̈�Oiكه در آن 

i مفصــل مطلق شــتاب i و ام𝛚 
i

i ای ســرعت زاويه
 �̇�Q/Oi. همچنین، است  امiلینک 

i و�̈�Q/Oi  
i توان با يک و دورا مي 

 دست آورد. هب( 1رابطه )ی از گیربار مشتق
 

 دیناميك سيستم
 استخراج معادلات حركت

ن به اتوحركت سیستم رباتیکي مورد مطالعه در اين مقاله را مي
كرد. بخش اول كه ربات در وضعیت معلق در دو بخش تقسیم 
ربات حداقل در  ،كند و در بخش ديگر حركتهوا حركت مي

. در استخراج معادلات كندبرخورد مي زمین اها بمحل يکي از گره
ريزی شده پايه اپل بازگشتي  -ديفرانسیل سیستم از روش گیبس

نرژی استفاده شده است. در اين شیوه ا های الاستیکبرای ربات
و انرژی تلف شده  ،س، انرژی پتانسیل الاستیک سیستمبشتاب گی

محاسبه ها ای و میرايي هوا برای تمامي لینکناشي از میرايي سازه
 1gاثر انرژی پتانسیل گرانشي با در نظر گرفتن شتاب شود. مي

 در جهت مثبت محور (Oref) برای مبدأ دستگاه مرجع لخت
X2 

ref  خواهد شد.وارد معادلات سیستم 

𝑋2  

𝑋1  

𝑋 
𝑟𝑒𝑓

1 

𝑋 
𝑟𝑒𝑓

2 

   
  

𝑂𝑟𝑒𝑓  

 

𝐿𝑖𝑛𝑘 1 

𝐿𝑖𝑛𝑘 2 

𝑂2  

𝑇𝑜 𝑡ℎ𝑒 

𝑓𝑖𝑟𝑠𝑡 𝑙𝑖𝑛𝑘 

𝑂𝑖−1  

𝑂𝑖  

𝑂𝑖+1  

𝐿𝑖𝑛𝑘 𝑛-1 
𝑂𝑛  

𝐿𝑖𝑛𝑘 𝑖-1 

𝐿𝑖𝑛𝑘 𝑖 

𝐿𝑖𝑛𝑘 𝑛 

𝑇𝑜 𝑡ℎ𝑒 

𝑙𝑎𝑠𝑡 𝑙𝑖𝑛𝑘 

𝑂𝑛+1  

𝑂1  

𝑄 

 
 

 
 

 
 

 

𝑟  
𝑖
𝑄/𝑂𝑖
 

 

 

𝗀 

 

𝑥2,1 

𝑥1,1 

𝑥1,2 
𝑥2,1 

𝑥1,1 

 
𝑥2,𝑖−1 

𝑥1,𝑖−1 𝑥2,𝑖−2 

𝑥1,𝑖−2 

𝑥2,𝑖  

𝑥1,𝑖  𝑥2,𝑖−1 

𝑥1,𝑖−1 

𝑥2,𝑛  

𝑥1,𝑛  𝑥2,𝑛−1 

𝑥1,𝑛−1 

𝑥2,𝑛  
𝑥1,𝑛  

𝑥2,𝑖+1 

𝑥1,𝑖+1 

𝑥2,𝑖  

𝑥1,𝑖  

𝜕𝑤2,𝑖

𝜕𝜂
 

𝜃3,𝑖  

𝛾3,𝑖  

𝜕𝑤2,𝑖

𝜕𝜂
 

𝑥2,2 

𝑞2 

𝑞1 
𝑞𝑖−1 

𝑞𝑖  

𝑞𝑖+1 

𝑞𝑛  
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روی لینک نمونه بر  Qالمان شتاب انرژی گیری از با انتگرال 
i تابع گیبس كل سیستم مطابق ها، برای تمام لینک بستنام و جمع

  آيد.دست ميه ب( 7رابطه )
 

𝑆 =∑∫ [
1

2
𝜇𝑖(𝜂𝑖)( �̈� 

𝑖
𝑄
𝑇. �̈�𝑄 
𝑖 ) +

1

2
�̇� 
𝑖

𝑖
𝑇 . 𝐽𝑖(𝜂𝑖)

 �̇� 
𝑖

𝑖
 

𝑙𝑖

0

𝑛

𝑖=1

+ �̇� 
𝑖

𝑖
𝑇 . �̃� 
𝑖

𝑖
 𝐽𝑖(𝜂𝑖)

 𝛚 
𝑖

𝑖
 ] 𝑑𝜂𝑖 

(7) 

ω̃iكه در آن   i       با بردار ناظر  قارن مت پادمت  𝛚 ماتريس 
i

i
ــت.    اسـ

 انرژی پتانسیل الاستیک سیستم از رابطه زير تعیین خواهد شد:
 

(8) Ve =
1

2
∑ ∑ ∑ δij(t)δik(t)Kijk

mi

k=1

mi

j=1

n

i=1
 

 كه در آن:
 

Kijk = ∫ [kAiGiΓ2,ijΓ2,ik + kAiGiΓ3,ijΓ3,ik +
li

0

 

 

               GiIx1i
∂Θ1,ij

∂η

∂Θ1,ik
∂η

+ EiIx2i
∂Θ2,ij

∂η

∂Θ2,ik
∂η

+ 

 

               EiIx3i
∂Θ3,ij

∂η

∂Θ3,ik
∂η

+ EiAi
∂W1,ij

∂η

∂W1,ik

∂η
]dη 

(9) 
ای سیستم در با توجه به آنکه در اين مقاله تنها حركت صفحه 

فوق فقط جملات دوم و  عادلهنظر گرفته شده است، لذا در م
در  كنند.پنجم در تشکیل انرژی پتانسیل كرنشي ايفای نقش مي

كه برای مقاطع عرضي  بودهضريب برش تیموشنکو  k معادله بالا
 است. 5/6 مقدار آن مستطیل شکل

سازه     ان (10)رابطه در   شي از میرايي  شده نا ای و رژی تلف 
 ارائه شده است.در قالب تابع استهلاک ريلي میرايي هوا 

 

D =
1

2
∑ ∑ ∑ δ̇ij(t)δ̇ik(t)Dijk

mi

k=1

mi

j=1

n

i=1
 

(10) 
 كه در آن:

Dijk = ∫ [γW2,ijW2,ik + γW3,ijW3,ik +
li

0

 

 

               KviIx3i
∂2W2,ij

∂η2
∂2W2,ik

∂η2
+ 

 

              KviIx2i
∂2W3,ij

∂η2
∂2W3,ik

∂η2
]dη 

(11) 
تنها جملات اول و سوم  ،ایدلیل فرض حركت صفحهمجددا  به

كنند. همچنین در در تشکیل تابع استهلاک ريلي ايفای نقش مي
ترتیب ضريب میرايي هوا و ضريب میرايي  به Kviو  γاين معادله 

 ويت هستند. -كلوين
معکوس سیستم دينامیک  يمعادلات ديفرانسیل توانمي اكنون 
 دست آورد.هاپل طبق رابطه زير ب-سببه روش گیرا 

 

∂S

∂z̈j
+
∂D

∂żj
+
∂Ve
∂zj

= Uj       j = 1,2, … , (n +∑ mi

n

i=1
+ 2) 

(12) 

ــي از ها نیروهای تعمیم Ujدر آن  كه  ،نیروهای خارجييافته ناش
یل      نیروی گرانش زمین،جز به  ــ تانسـ ــي از انرژی پ ناشـ اثرات 

ها  zjهســتند. همچنین ای و میرايي ســازه ،میرايي هوا كرنشــي،
صات تعمیم مؤلفه ستند يافته های بردار مخت زير ارائه   فرمكه به ه

 .شوندمي
 

𝐙 = [q1 δ11 ⋯ δ1m1
q2 δ21 ⋯ δ2m2 

 

⋯ qn δn1 ⋯ δnmn
X1 X2]T 

(13) 
 

 مرحله پرواز
اشاره شد، سیستم رباتیکي مورد بررسي دارای  گونه كه قبلا  همان
كه سیستم مذكور  از آنجايي. استپرواز و برخورد  مرحلهدو 

كند، ابتدا به استخراج حركت خود را از مرحله پرواز شروع مي
غیر از  به ،پردازيم. در مرحله پروازرحله ميمعادلات در اين م

انرژی پتانسیل كرنشي و  مربوط به نیروی جاذبه زمین، اثرات
ای( انرژی )شامل میرايي هوا و میرايي سازهمستهلک كننده عوامل 

اند، نیروی خارجي ( وارد شده12معادله ) كه در سمت چپ
معادله  راستشود. بنابراين سمت وارد نميسیستم ديگری به 

 .شد( در اين حالت صفر خواهد 12)
 

∂S

∂z̈j
+
∂D

∂żj
+
∂Ve
∂zj

= 0        j = 1,2, … , (n +∑ mi

n

i=1
+ 2) 

(14) 

  مورد مطالعه معادله بالا فرم دينامیک معکوس معادلات ســیســتم
ست.   شامل  ا ستند را   �̈�چنانچه جملاتي كه  و  چپسمت  به ه
ست  سمت  به جملات را ديگر  ساوی منتقل كرده و آنها به را  ت

فرم ماتريســي باز نويســي كنیم، فرم دينامیک مســتقیم معادلات 
 :حاصل مي گرددصورت زير  بهفرانسیل سیستم دي

 

(15) 𝑰(𝑍)�̈� = 𝑹(𝑍, �̇�) 
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 اســـت. كل ســـیســـتم ماتريس اينرســـي 𝐈(Z)در معادلات بالا 
,𝐑(Z همچنین Ż) ست كه  ماندهبردار جملات دينامیکي باقي به  ا

 .گرددارائه مي شکل زير
 

𝐑(Z, Ż) = 
 

[Rq1 Rδ11 ⋯ Rδ1m1 Rq2 Rδ21 ⋯ Rδ2m2  
 

                   ⋯ Rqn Rδn1 ⋯ Rδnmn
RX1 RX2]

T
 

(16) 

های ماتريس اينرسي درايهجزئیات بیشتر در مورد نحوه استخراج 

الگوريتم از با استفاده باقي مانده دينامیکي و بردار جملات 

 ارائه شده است. [5]در مرجع اپل -بازگشتي گیبس

 

 مرحله برخورد
مورد در مرحله برخورد فرض بر اين است كه سیستم رباتیکي 

 كند.ها با زمین برخورد ميابتدا و انتهای لینکفقط در مطالعه 

شوند، خارجي كه در اين وضعیت به سیستم وارد مي نیروهای

نیروهای عمودی حاصل از برخورد و نیروهای اصطکاک ناشي 

نیروهای  لذا در اين مرحله، ها با زمین هستند.از تماس لینک

( 12معادله ) درها  Ujجايگزين  ،اين دو نیرو از حاصليافته تعمیم

 د شد.نخواه
 

𝑼 =∑𝑱𝑘
T(𝑍) ∙ (𝑭𝑁,𝑘(Δ𝑁,𝑘, Δ̇𝑁,𝑘) + 𝑭𝑇,𝑘(𝑭𝑁,𝑘, 𝑽𝑇,𝑘))

𝑘

 

(17) 

. كرده استبرخورد با زمین شماره مفصلي است كه  kكه در آن 
بردار  FT,kعمودی حاصل از برخورد،  بردار نیروی 𝐅N,kهمچنین 

میزان فرورفتگي  ΔN,kنیروی مماس بر سطح ناشي از اصطکاک، 
سرعت  Δ̇N,k، آندر راستای عمود بر  سطحام در kنسبي مفصل 

 𝐕T,kو  ،آنمذكور در امتداد عمود بر  سطحنفوذ اين مفصل در 
 ام در جهت مماس بر سطح تماس است.kبردار سرعت مفصل 

مفصل برخورد كننده به زمین ماتريس ژاكوبین  𝐉k(Z)همچنین 
𝐫Ok. اگر است = [ x1,Ok 

ref x2,Ok 
ref ]

T

 
ref  بیان مختصات

صورت  اين ماتريس به آن گاهدستگاه مرجع باشد،  در Okمفصل 
 گردد:زير حاصل مي

𝐉k(Z) = 
 

[
 
 
 
 
∂( x1,Ok) 

ref

∂q1

∂( x1,Ok) 
ref

∂δ11
⋯

∂( x2,Ok) 
ref

∂q1

∂( x2,Ok) 
ref

∂δ11
⋯

∂( x1,Ok) 
ref

∂qn

∂( x1,Ok) 
ref

∂δ1n
⋯

∂( x2,Ok) 
ref

∂qn

∂( x2,Ok) 
ref

∂δ1n
⋯

    

 

                                          

∂( x1,Ok) 
ref

∂δnmn

∂( x1,Ok) 
ref

∂X1

∂( x1,Ok) 
ref

∂X2

∂( x2,Ok) 
ref

∂δnmn

∂( x2,Ok) 
ref

∂X1

∂( x2,Ok) 
ref

∂X2 ]
 
 
 
 

 

(18) 
دست آوردن فرم دينامیک مستقیم معادلات سیستم در هبرای ب 

بردار جملات  (15)برخورد كافي است در معادله مرحله 
 يافته جمع شود.دينامیکي با بردار نیروهای تعمیم ماندهباقي

 

𝐈(Z)�̈� = 𝐑(Z, Ż) + 
 

∑𝑱𝑘
T(𝑍) ∙ (𝑭𝑁,𝑘(Δ𝑁,𝑘, Δ̇𝑁,𝑘) + 𝑭𝑇,𝑘(𝑭𝑁,𝑘, 𝑽𝑇,𝑘))

𝑘

 

(19) 
 

 نيرو تماس و اصطكاکهاي معرفي مدل
 پديده دو شیوه معروف در تحلیل دينامیکيگفته شد،  چنانچه قبلا 

. شیوه [45,46] هستند روش ناهموارو  تنظیم شدهروش برخورد 
تماس  -پديده برخورد سازیمدل بهتری دريي اكار تنظیم شده
نیروی عمودی تماس و ساير توان مي از طريق آنداشته و 

دست بهصورت تابعي پیوسته از زمان  پارامترهای حركت را به
برخورد پديده  سازیمدلاين روش در  لذا در اين مقاله از .دآور

اين روش در استخراج رغم سهولت  بهاما شده است.  استفاده
دلیل  بهاين معادلات معادلات ديفرانسیل سیستم، حل عددی 
 ،برخوردكوتاه  بسیار تغییرات بسیار شديد متغیرها در بازه زماني

 .[47,48] استو نیازمند تمهیدات خاصي  استدشوار 
های اولیه كه تنها فنريت محل برخورد را در خلاف مدل بر 
اسي كه های نیروی تممدل گیرند )مدل هوک و هرتز(،مينظر 

-به كارهای هانت هاسر منشأ آن شوند )وامروزه استفاده مي
رم الاستیک و میراكننده تشکیل از دو ت گردد(كراسلي بر مي

تر است كه به واقعیت نیز نزديک سازیمدلاين طريقه  .اندشده
 :[49,50] گردندصورت زير ارائه ميبه

 

(20) FN = KΔ
n + χΔmΔ̇ 

سطوح  فرم است كه بهيافته تعمیمسختي  Kدر اين رابطه  

و برابر با هم  معمولا  mو  nبستگي دارد.  و جنس آنها تماس
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3 مقدار آنها ترم . استفاكتور میرايي هیسترزيس  χبوده و  ⁄2

KΔn  قسمت الاستیک نیرو و ترمχΔmΔ̇  .بخش میراكننده آن است

كند. انرژی ترم میراكننده، اتلاف انرژی حین برخورد را مدل مي

تلف شده طي برخورد به صوت، گرما، امواج ارتعاشي و... تبديل 

 .[51,52] شودمي

در نحوه بیان فاكتور های نیروی تماس تفاوت عمده مدل 

، يافتهتعمیم اين فاكتور به سختي .استدر آنها میرايي هیسترزيس 

ضريب استرداد و سرعت اولیه برخورد ارتباط دارد. محققان 

های تجربي يا روشبا استفاده از های اخیر بسیاری در دهه

. در ادامه اندكردهه ئاراهای متفاوتي برای اين فاكتور رابطه ،تحلیلي

 گردد.ها معرفي ميسه مورد از اين رابطه
 

 (1975) هانت و كراسلي

FN = K∆
n [1 +

3(1 − cr)

2

∆̇

∆̇(−)
],       

 

( m = n      &     χ =
3(1 − cr)

2

K

∆̇(−)
 ) 

(21) 

 (2011) فلورز و همکاران

FN = K∆
n [1 +

8(1 − cr)

5cr

∆̇

∆̇(−)
],      

 

(m = n      &      χ =
8(1 − cr)

5cr

K

∆̇(−)
) 

(22) 

 (2015)و و گو وهو

FN = K∆
n [1 +

3(1 − cr)

2cr

∆̇

∆̇(−)
],       

 

( m = n      &      χ =
3(1 − cr)

2cr

K

∆̇(−)
  ) 

(23) 

در لحظه برخورد  نفوذ ســرعت (−)̇∆ضــريب اســترداد و  crكه 
 است.

 كارهای ،های نیروی تماسدقت مدل میزان منظور ارزيابيبه 

بسیاری به چاپ رسیده است، كه در آنها برخورد دو  تحقیقاتي

 نتايج .شده است سازیشبیه های مختلف برخوردبا مدل گوی

0.7ها در بازه دهد كه اكثر مدلتحقیقات نشان مي ≤ cr ≤ 1 
نتايج  ،در همین راستا. [53] كنندميه ئاراهای قابل قبولي جواب

متشکل از زنجیره رباتیکي برای يک های نیروی تماس انواع مدل

كند، توسط كه با محیط پیرامون خود برخورد مي لینک 4

. طبق اين تحقیق برای [54] زاده و همکاران ارائه گرديداحمدی

cr ضريب استرداد = ( نتیجه 23شده در معادله ) ، مدل معرفي0.8

كه در اين  د. از آنجاييدهها نشان ميبهتری نسبت به ساير مدل

crداريم با ضريب استرداد  مقاله قصد = سازی به شبیه 0.8

نیروی برخورد  سازیمدلی برا را وو گو وهو مدل بپردازيم، لذا

 گزينیم.ميبر

دارند نیروی اصطکاک بین دو سطح كه نسبت به هم حركت  

كند. برای ايجاد شده و در خلاف جهت سرعت نسبي عمل مي

منظور های فراواني موجود است. بهمحاسبه نیروی اصطکاک مدل

تر رفتار دينامیکي سیستم، انتخاب مدل مناسب بسیار تعیین دقیق

ترين و پركاربردترين مدل نیروی اهمیت دارد. اولین، ساده

است. در اين مدل،  اصطکاک مدل اصطکاک كولمب يا خشک

نیروی اصطکاک رابطه مستقیمي با نیروی عمودی اعمال شده بین 

دو سطح دارد. با اين حال، مدل كولمب توانايي توضیح بسیاری 

های اصطکاكي مانند استیکشن، اثر استرايبک، پیش از پديده

و ... را ندارد. همچنین مقدار اين نیرو در سرعت صفر  لغزش

ست. محققان برای رفع مشکلات اين مدل، دارای ناپیوستگي ا

كه مطالعات آنها منجر به  اندداده پیشنهادفراواني را  راهکارهای

های استاتیکي و دينامیکي اصطکاک شده است. در معرفي مدل

 سازیمدلمدل اصطکاک دينامیکي با معرفي يک متغیر اضافي، 

از  مدل اين گردد.پذير ميکاكي امکانهای اصطبسیاری از پديده

اصطکاک بیشتر برای توصیف حالت گذرای سیستم مناسب بوده، 

نیروی اصطکاک استاتیکي  هایهمانند مدلپايدار و در حالت 

ند. با توجه به اينکه در مسئله مورد مطالعه در اين كعمل مي

تحقیق، سرعت نسبي در هنگام تماس حالت نوساني ندارد، 

 تر است.استاتیکي مناسب اصطکاک هایاستفاده از مدل

مدل توان به های نیروی اصطکاک استاتیکي مياز ساير مدل 

ويسکوز، مدل  كولمب با استیکشن، مدل كولمب با اصطکاک

، مدل مدل بنگیسو و آكای ،، مدل كارناپدارای اثر استرايبک

نمودار نیروی  (1). در جدول [55]آمبرزيو و... اشاره كرد 

ها ارائه شده رای برخي از اين مدلسرعت نسبي ب -اصطکاک

 است.
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های در حالت كلي معادلات ديفرانسیل حاكم بر رفتار ربات 
 های خاصي برخوردار بوده كه برخورد اينالاستیک از پیچیدگي

ها با محیط اطراف، بر پیچیدگي اين معادلات گونه از ربات
 ،شدگي معادلات سیستم شدهافزايد. اين حالت منجر به سختمي

كه در اين صورت بروز خطاهای عددی هنگام حل معادلات 
 دانیمميعنوان نمونه  . بهدور از انتظار نیستديفرانسیل سیستم، 

صورت عمودی به يک سطح برخورد كه مفصلي بههنگامي
كند، سرعت آن مفصل در راستای مماس بر سطح صفر باقي مي
دلیل خطاهای ههای پیچیده بسازی سیستمماند. اما در شبیهمي

عددی مقدار اين سرعت صفر نخواهد شد. اگرچه اندازه اين 
های نیروی اصطکاک، خطاها بسیار اندک هستند، اما در اكثر مدل

دلیل شود. مقدار اين نیرو بهايجاد مي μkFNنیرويي تقريبا  معادل 
قابل ملاحظه بوده و اعمال  ،عمودی برخوردبودن نیروی  بزرگ

پوشي كند كه غیر قابل چشمخطايي را ايجاد ميآن بر سیستم، 
های نیروی اصطکاک مانند مدل آمبروزيو برخي از مدل لذااست. 

هايي كمتر از يک اند كه برای سرعتريزی شدهای طرحگونه به
v0 مقدار مشخص )در مدل آمبروزيو = 0.0001m/s نیروی )

 . اين موضوع باعث حذف خودكار اينشوداصطکاک صفر لحاظ 
در اين تحقیق برای  بنابراينگردد. نمونه از خطاهای عددی مي

نیروی اصطکاک حین برخورد مفاصل با محیط  سازیمدل
صورت  مدل بهاطراف، از مدل آمبروزيو استفاده شده است. اين 

 گردد:زير ارائه مي
 

𝐅T =

{
 

 
μkFN sgn(𝐕T)                                      if ∥ 𝐕T ∥≥ v1
∥ 𝐕T ∥ −v0
v1 − v0

μkFNsgn(VT)        if  v0 <∥ 𝐕T ∥< v1

𝟎                                                       if ∥ 𝐕T ∥≤ v0 

 

(24) 
شي،      μkكه در آن   صطکاک جنب نیروی عمودی  FNضريب ا

 سرعت مماسي است. 𝐕Tسطح و 
 

 

 هاي تير تيموشنكوتعيين مودشيپ
مدل تماس به شیوه -در اين تحقیق علاوه بر تحلیل پديده برخورد

مختلف  شکل مودهایهای الاستیک، تأثیر در ربات نیروی تماسي
. مورد بررسي قرار گرفته استها نیز گونه از سیستمدر پاسخ اين

رفتار الاستیک  سازیمدلهمانگونه كه پیشتر گفته شد برای 
نکو در نظر گرفته شده است. بازوهای ربات، مدل تیر تیموش

معادلات استخراج شده در اين مدل شامل دو دسته معادله 
، شیب ناشي از wديفرانسیل كوپله بر حسب جابجايي عرضي 

و مشتقات جزيي آنها نسبت به زمان و مکان گشتاورهای خمشي 
( 25) و معادله، به معادلات غیر كوپلهاست. با تفکیک كردن اين د

 رسیم.مي( 26و )
 

EI
∂4w

∂η4
+
ρ2I

k2G

∂4w

∂t4
+ ρA

∂2w

∂η2
− (ρI +

ρEI

k2G
)
∂4w

∂η2 ∂t2
= 0 

(25) 
 

EI
∂4θ

∂η4
+
ρ2I

k2G

∂4θ

∂t4
+ ρA

∂2θ

∂η2
− (ρI +

ρEI

k2G
)

∂4θ

∂η2 ∂t2
= 0 

(26) 

 صورت زيربا فرض حل سنکرون به
 

w(η, t) = W(η)ejωt          and           θ(η, t) = Θ(η)ejωt 
(27) 

نتايج زير حاصل  (26)و  (25)و قرار دادن آنها در معادلات 
 شود.مي

 
 های نیروی اصطکاک استاتیکيسرعت نسبي برای برخي از مدل -نیروی اصطکاکنمودار   1جدول 

 

    
 اصطکاک كولمب مدل با اثر استرايبک آكایمدل بنگیسو و  مدل اصطکاک آمبرزيو
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 شکل مودهای استفاده شده در اين مقاله  2جدول 
 

 شکل مود تابع مود نوع

ss 

Wss = sin(3.141592653589793η) 
 
Θss = 3.140333690109594 × cos(3.141592653589793η) 

 

cc 

Wcc = 0.6292076184824934 × cosh(4.72606095063675η) 
        − 0.6292076184824934 × cos(4.728894916196515η) 
        − 0.6181543604098716 × sinh(4.72606095063675η) 
        + 0.6189067368941716 × sin(4.728894916196515η) 
 

Θcc = 2.924089234018893 × cos(4.728894916196515η) 
        − 2.924089234018893 × cosh(4.72606095063675η) 
        + 2.976375062609595 × sinh(4.72606095063675η) 
        + 2.97275682019588 × sin(4.728894916196515η) 

 

sc 

Wsc = 0.02617115567137916 × sinh(3.924559038288969η) 
             + 0.937356072626805 × sin(3.926181400745614η) 
 

Θsc = 0.1027745658114473 × cosh(3.924559038288969η) 
        + 3.677927210568842 × cos(3.926181400745614η) 

 

cs 

Wcs = 0.6622741284223433 × cosh(3.924559038288969η) 
         − 0.6622741284223433 × cos(3.926181400745614η) 
         − 0.6627910308436212 × sinh(3.924559038288969η) 
         + 0.6633471080156852 × sin(3.926181400745614η) 
 

Θcs = 2.602791457664548 × cos(3.926181400745614η) 
       − 2.602791457664547 × cosh(3.924559038288969η) 
       + 2.600761573215394 × sinh(3.924559038288969η) 
       + 2.598581381090682 × sin(3.926181400745614η) 

 

 
 

W(η) = C1 sin(αωη) + C2 cos(αωη) + 
                C3 sinh(βωη) + C4 cosh(βωη) 

(28) 
Θ(η) = aC1 cos(αωη) − aC2 sin(αωη) + 
              bC3 cosh(βωη) + bC4 sinh(βωη) 

(29) 
دست ه های سیستم ببا توجه به پارامتر βو  αدر معادلات بالا 

تا  C1و  ωهستند. از طرفي مقادير  ωنیز تابعي از  bو  aآمده و 
C4 [56] آينددست ميه با استفاده از چهار شرط مرزی ب. 

در اين مقاله بر اساس چهار دسته از شرايط مرزی، اولین  
جايي عرضي و شیب ناشي از گشتاور همربوط به جاب شکل مود
گاه صورت تکیه . اين شرايط مرزی بهاست دست آمده هخمشي ب

گاه گیردار، تکیه گاهتکیه -گیردار گاهگاه ساده، تکیهتکیه -ساده
گاه ساده هستند. تکیه -گاه گیردارگاه گیردار و تکیهتکیه -ساده

جايي عرضي همربوط به جاب شکل مودهای( رابطه و 2در جدول )
 آورده شده است.

 

 سازي كامپيوتريشبيه
های سازی يک زنجیره رباتیکي با لینکدر اين بخش به شبیه

ني هستند، خواهیم پرداخت. الاستیک كه دارای مفاصل دورا
و صحت عملکرد مدل يي اكارسازی بررسي هدف از اين شبیه

تماس در  -دينامیکي ارائه شده برای تحلیل پديده برخورد
برای اين منظور يک زنجیره رباتیکي  های الاستیک است.ربات

متری رها  0.9( از ارتفاع 2شامل سه لینک الاستیک مطابق شکل )
د شده با زمین برخورد كرده و پس از سپری شود. ربات يامي

گردد. فرض شدن زمان بسیار كوتاه برخورد دوباره به هوا باز مي
بر اين است كه زنجیره رباتیکي فقط در محل ابتدا يا انتهای 

 كند.ها با زمین برخورد ميلینک
ريتمي بر پايه برای حل معادلات ديفرانسیل حركت، الگو 

توسعه داده شده است.  (RK45)فهلبرگ  -كوتا -رانگ روش
كند تا در مدت استفاده از اين الگوريتم اين امکان را فراهم مي

صورت  مورد نظر، بازه زماني بهمتناسب با دقت  ،زمان برخورد
برای ايجاد كمترين میزان خطای عددی، تعیین شود.خودكار 
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 لینکي در حال سقوطسهربات الاستیک   2شکل 

سازی، تشخیص دقیق لحظه برخورد از اهمیت در شبیه 
زيرا اگر لحظه برخورد به درستي  ؛برخوردار استي يسزاهب

هم ه تشخیص داده نشود، بالانس انرژی در سیستم مورد مطالعه ب
معقولي خواهد شد. برای مواجهه  خورد و منجر به نتايج غیرمي

با اين چالش الگوريتمي محاسباتي پیشنهاد شده است كه با دقت 
10−8𝑠 دهد. پس از ورود به فاز لحظه برخورد را تشخیص مي

، جايگزين فازبرخورد، معادلات ديفرانسیلي مربوط به اين 
از  همعادلات ديفرانسیلي فاز پرواز شده و روند حل اين دست

حركت تا لحظه جدايي مفصل برخورد كننده از سطح معادلات 
تماس ادامه خواهد يافت. مجددا  پس از جدا شدن مفاصل 

پرواز  فازبرخورد كننده از سطح، بار ديگر معادلات دينامیکي 
 يابد.مان برخورد بعدی ادامه ميحل تا زيند افربارگذاری شده و 

چهار  بر روی پاسخ سیستم، شکل مودهابرای مطالعه اثر  
چهار دسته مودشیپ با شرايط استفاده از سازی با سری شبیه

. از آنجايي كه پیکربندی اولیه انجام شده استمرزی متفاوت 
زنجیره رباتیکي مورد بررسي دارای خط تقارن عمودی است، 

اند تا سیستم رباتیکي مورد ای انتخاب شدهگونه ها بهمودشیپ
به اين محور تقارن عمودی، ، نسبت نیز مطالعه از نظر هندسي

برای هر سه  شکل مودهامتقارن باشد. برای اين منظور، دسته اول 
. دسته دوم (SS-SS-SS)در نظر گرفته شده است  SSلینک به فرم 

-CC)هستند  CCبرای هر سه لینک به صورت  شکل مودهااز 

CC-CC) ،لینک اول  شکل مود. برای دسته سومSC ،شکل مود 
در نظر گرفته شده  CSلینک سوم  شکل مودو  CCلینک دوم 

، شکل مودها(. و نهايتا  در دسته چهارم از SC-CC-CSاست )
 SCو لینک سوم  SS، لینک دوم CS شکل مودلینک اول دارای 

 (.CS-SS-SCباشد )مي
(، مشخصات فیزيکي و پارامترهای لازم برای 3در جدول ) 
است. همچنین در رابطه سازی سیستم مورد مطالعه ارائه شده شبیه

اند تا سیستم مورد ای انتخاب شده(، شرايط اولیه بگونه30)
بررسي در شروع حركت نسبت به خط تقارن مركزی، متقارن 

 باشد.

 
 

q1|t=0 =
π

6
rad;      q2|t=0 = −

π

6
rad;       

 

q3|t=0 = −
π

6
rad; 

 

δ11 = δ21 = δ31|t=0 = 0; X1|t=0 = (−0.5 − sin(60))m; 
 

X2|t=0 = 0.9m; 
 

q̇1 = q̇2 = q̇3|t=0 = 0
rad

s
;   δ̇11 = δ̇21 = δ̇31|t=0 = 0; 

 

Ẋ1 = Ẋ2|t=0 = 0
m

s
; 

(30) 
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 سازیهای مورد استفاده در شبیهشیپشکل شماتیک از مود  3شکل 

 

مدل دينامیکي ربات مورد مطالعه كه در آن از چهار دسته  

پذيری سازی خاصیت انعطافشکل مود متفاوت جهت مدل
سازی شده شبیه 1.5𝑠ها استفاده شده است، برای مدت زمان لینک

منظور مشاهده بهتر تغییر شکل الاستیک (، به4است. در شکل )
𝑡ها در لحظه لینک = 0.7𝑠اند.ها بزرگنمايي شده، اين تغییر فرم 

ای گونه اولیه حركت بهگونه كه گفته شد، شرايطي  همان 
انتخاب شده است تا زنجیره رباتیکي دارای يک خط تقارن 

(. لذا انتظار داريم تا تقارن ربات نسبت به 3عمودی باشد )شکل 
 سازی حفظ گردد.اين خط تا پايان شبیه

برای چهار  X2و  X1های نمودار تغییر مکان مفاصل در جهت 

 رسم شده (6)و  (5) هایترتیب در شکل به شکل موددسته 

برای  X1است. برای حفظ تقارن سیستم انتظار داريم تا موقعیت 

 X2بوده، و موقعیت  O3و  O4 به ترتیب قرينه O2و  O1مفاصل 

باشند. اين موضوع  O3و  O4به ترتیب برابر  O2و  O1برای مفاصل 

 ( مشاهده نمود.6( و )5های )ح در شکلتوان به وضورا مي

 

 مشخصات سیستم رباتیکي دارای لینک الاستیک  3 جدول
 

Value Parameters 

l1 = l2 = l3 = 1 m هاطول لینک 

A1 = A2 = A3 = 3.75 × 10
−4 m2 هاسطح مقطع لینک 

μ1 = μ2 = μ3 = 1 kg.m
 هارم واحد طول لینکج 1−

Ix31 = Ix32 = Ix33 = 4.883 × 10
−9 m4  هالینکممان اينرسي سطحي 

J1 = J2 = J3 = [
5.8946 0 0
0 2.9473 0
0 0 2.9473

] × 10−5 𝑘𝑔.𝑚 هاممان اينرسي جرمي بر واحد طول لینک 

E1 = E2 = E3 = 2 × 10
11 N.m−2 مدول الاستیسیته 

G1 = G2 = G3 = 7.7 × 10
10  N.m−2 مدول برشي 

k =  ضريب اصلاح برش 5/6

Kv1 = Kv2 = Kv3 = 125  kg.m
−1. s ويت -ريب كلوينض 

γ = 0.025  Kg. m−1. s دمپینگ هوا ضريب 

g = 9.81 m/s2 شتاب گرانش 

cr =  پذيریضريب بازگشت 0.8

K = 140 × 106 N/m1.5 يافتهپارامتر سختي تعمیم 

μk =  ضريب اصطکاک دينامیکي 0.1

𝑣0 = 0.0001 𝑚/𝑠 )باند پايین تلرانس سرعت )آمبرزيو 

v1 = 0.001 m/s )باند بالای تلرانس سرعت )آمبرزيو 
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 7/0ها در ثانیه الاستیک لینک تغییرشکل  4شکل 

 

 
 

 Xموقعیت مکاني مفاصل در جهت   5شکل 
ref

 بر حسب زمان 1

 

 

 X2نمايي شده برای موقعیت پاسخ بزرگ (6)در شکل  
0.5sمفاصل، در بازه زماني  < t < 0.6s  نیز نشان داده شده

توان راحتي ميه نمايي شده بهای بزرگاست. در اين شکل
ها را مشاهده نمود. نکته حائز اهمیت در ارتعاشات عرضي لینک

با شرايط  مودها شکلتر برای ها، دامنه ارتعاشات بزرگاين شکل
نسبت به حالتي است كه شرايط مرزی  cs-ss-scيا  ss-ss-ssمرزی 
فرض شده  sc-cc-csيا  cc-cc-ccبه صورت  شکل مودهابرای 

تری در حالت صلب گیردارست. با توجه به اينکه شرط مرزی ا
بیني بود و در پیشكنند، اين موضوع قابل لینک ايجاد مي

 خود را نشان داده است.نیز سازی شبیه

، در حالت (7)های انجام شده در شکل نماييمطابق بزرگ 
ss-ss-ss ( صورت گرفته  22يازده جفت برخورد )عدد برخورد

گونه كه پیشتر گفته شد، معادلات سیستم هنگام  است. همان
رغم لايي برخوردار هستند. با اين وجود، بهبرخورد از سختي با

خوبي حفظ شده است. اين تعداد بالای برخوردها، تقارن شکل به
بالای يي اكارامر نشان از استخراج صحیح معادلات حركت، و 

قت در اين شکل، الگوريتم محاسباتي توسعه داده شده دارد. با د
های چندگانه در يک بازه زماني بسیار كوتاه مشاهده برخورد

با سطح  O4يا  O1طور مثال، در اولین برخورد مفاصل  گردد. بهمي
زمین، بلافاصله دو برخورد ديگر با فاصله زماني بسیار اندک از 
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گردد. دلیل اين امر ارتعاش ناشي از برخورد اول مشاهده مي
ها صلب باشند، ها است. در واقع اگر لینکالاستیک لینکخاصیت 
 دهد.رخ مين برخورد با سطح زمیتنها يک 

ترتیب در  سرعت مفاصل به (9)و  (8)در نمودارهای  
است. با توجه به  بر حسب زمان رسم شده X2و  X1های جهت

 هیچ O3و  O2شکل اولیه ربات مورد مطالعه، بديهي است مفاصل 
نداشته و لذا سرعت اين مفاصل در  X1ي در جهت گونه حركت

دلیل تقارن، انتظار داريم تا  جهت مذكور صفر است. از طرفي به
 قرينه هم باشند. اين مطلب در O4و  O1مفاصل  Ẋ1سرعت 

 شود.( مشاهده مي8نمودارهای شکل )
 X2از سوی ديگر انتظار داريم تا سرعت مفاصل در جهت  

يکسان باشند. در  O3و  O2و همچنین  O4و  O1برای مفاصل 
گردد كه چگونه تقارن سیستم حفظ شده و مشاهده مي (9)شکل 

اند. نکته بر روی هم منطبق شده سرعت مفاصل مورد نظر كاملا 
در اين است كه  (9)و  (8)حائز اهمیت در نمودارهای شکل 

بیشتر از دو  sc-cc-csو  cc-cc-ccفركانس نوسانات در دو حالت 
 است. cs-ss-scو  ss-ss-ssالت ح

بر  (δ31و  δ11 ،δ21ها )لینک شکل مودوزن  (10)در شکل  
در هر يک  δ31و  δ11حسب زمان رسم شده است. مطابق انتظار 

 نیز به (10)هم برابرند. در شکل  با (10)از چهار قسمت شکل 
شکل توان مشاهده نمود كه دامنه نوسانات برای تر ميطور واضح

تقريبا  سه برابر حالتي  cs-ss-scو  ss-ss-ss با شرايط مرزی مودها

 sc-cc-csو  cc-cc-ccاست كه شکل مودها با شرايط مرزی 
 است. استفاده شده

دارای  مدل نیروی تماسي پديده برخورد به روش سازیمدل 
صورت تابعي پیوسته از  اين مزيت است كه نیروی برخورد را به

برای دهد. مي نتیجهفتگي دو سطح در يکديگر میزان در هم فرور
زمان با هم و مفاصل هم O4و  O1مفاصل  ،سیستم مورد بررسي

O2  وO3  كنند. در نمودارهای همراه با هم به زمین برخورد مينیز
نیروی عمودی وارد بر مفاصل بر حسب زمان رسم  (11)شکل 

رواز صفر شده است. بديهي است تا مقدار اين نیروها در مرحله پ
صورت نیروی  بوده و تنها در زمان بسیار كوتاه برخورد به

توان نمايي لحظه برخورد ميای ديده شوند. با بزرگضربه
پیوستگي نیروها را مشاهده نمود. همچنین برابری نیروهای عمود 

وضوح  به O3و  O2و مفاصل  O4و  O1بر سطح برای مفاصل 
نمايي انجام شده بر روی بزرگ، با (11)شود. در شکل ديده مي

، سه ss-ss-ss برخورد اول در حالتنیروی عمودی حاصل از 
توان در است. دلیل اين موضوع را مي نیروی مجزا ظاهر شده

نمايي بر روی برخورد بزرگ ،پیگیری كرد. در اين شکل (7)شکل 
ارتعاش لینک، در مدت زمان بسیار  دهد كه به دلیلاول نشان مي

روی داده است.  O4و  O1ه برخورد پیاپي برای مفاصل اندكي س
هر يک از اين  ینیز سه نیروی مجزا به ازا (11)بنابراين در شکل 

 آيد.دست مي بهبرخوردها 

 

 
 Xموقعیت مکاني مفاصل در جهت   6شکل 

ref
 بر حسب زمان 2
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 SS-SS-SS شکل مودنمايش تعداد برخوردها برای سیستم رباتیکي با زمین در حالت   7شکل 

 

 
 

 Xمفاصل در جهت  سرعت  8شکل 
ref

 بر حسب زمان 1
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 Xمفاصل در جهت  سرعت  9شکل 

ref
 بر حسب زمان 2

 
 

 ها بر حسب زمانوزن مودشیپ لینک  10شکل 
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 نیروی عمودی اعمال شده بر مفاصل هنگام برخورد با زمین بر حسب زمان  11شکل 
 

 

 
 

 نیروی اصطکاک وارد بر مفاصل هنگام برخورد با زمین بر حسب زمان  12شکل 

 

دينامیکي سیستم، تأثیر نیروی  سازیمدلكه در  از آنجايي 

رود برای اصطکاک بر حركت در نظر گرفته شده، لذا انتظار مي

دهد، نیروی اصطکاک نیز صورت مايل رخ مي برخوردهايي كه به

 رنمودار نیروهای اصطکاک وارد ب (12)در شکل ظاهر شود. 

 مفاصل بر حسب زمان رسم شده است. در صورت مقايسه شکل

يابیم كه تنها در لحظاتي كه دو مفصل در مي (11)با شکل  (12)

O1  وO4 اند، نیروی اصطکاک ظاهر شده با زمین برخورد كرده

 O2مفاصل دلیل برخورد عمودی  است. اين در حالي است كه به

گونه نیروی اصطکاكي ايجاد نشده است.  با زمین هیچ O3و 

با  O4و  O1دلیل برخورد مايل مفاصل  نیروی اصطکاكي كه به

زمین حاصل شده از نظر مقدار برابر، ولي از نظر علامت خلاف 

دلیل اينکه ضريب اصطکاک جنبشي  از طرفي بهيکديگر هستند. 
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μ( 24كار گرفته شده در مدل نیروی اصطکاک )معادله ه ب
k
=

دست آمده برای نیروهای اصطکاک در شکل  هاست، مقادير ب 0.1

دست آمده برای نیروهای عمودی  هدهم مقادير بيک (12)

 نشان داده شده است. (11)برخورد هستند كه در شکل 
ضیه كار و انرژی         سي در اين مقاله، ق ستم مورد برر سی برای 

 صورت زير نوشت. توان بهرا مي
 

𝑇2 + 𝑉2 −𝑊𝐷 −𝑊𝐹𝑁 −𝑊𝐹𝑇 = 𝑇1 + 𝑉1 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡 
(31) 

پتانسیل گرانشي و انرژی  مجموع Vانرژی جنبشي،  Tكه در آن 

كار  WFNمجموع كار نیروهای میرايي هوا و سازه،  WD الاستیک،

 كار نیروی اصطکاک هستند. WFTنیروی عمودی و 

توان برای بررسي درستي از قضیه كار و انرژی نیز مي 
معادلات استخراج شده و اطمینان از كاركرد صحیح الگوريتم 

ر تغییرات انرژی نمودا (13)محاسباتي بهره جست. در شکل 
جنبشي، انرژی پتانسیل، منفي كار نیروهای عمودی، اصطکاک و 

گونه كه در اين شکل  میرايي و مجموع آنها رسم شده است. همان
ها و كار تقريبا  شود، نمودار مربوط به مجموع انرژیديده مي

درصد  (14)تر در شکل خطي صاف است. برای بررسي دقیق
يند افرمتوسط ايجاد شده در طي خطا )رنگ آبي( و خطای 

ای اند. بیشترين خطای لحظهسازی )خط قرمز( رسم شدهشبیه
صد رخ داده و همچنین در %0.75به مقدار  ss-ss-ssبرای حالت 

ترتیب مربوط  به مقداربه كمترين  میزانخطای متوسط از بیشترين 
 با مقدار cs-ss-sc، حالت %0.18با مقدار  ss-ss-ssبه حالت 

با  cc-cc-cc و حالت %0.06با مقدار  sc-cc-cs، حالت 0.13%
های الاستیک و است. با توجه به پیچیدگي سیستم %0.04مقدار 
، شدگي معادلات ديفرانسیل سیستم در لحظات برخوردسخت

توان پوشي است. بنابراين ميمیزان خطای ايجاد شده قابل چشم
آنها اطمینان از صحت معادلات استخراج شده و حل صحیح 

حاصل كرد. همچنین با بررسي خطاهای متوسط ايجاد شده 
چه به سمت شرايط مرزی مقیدتر  توان نتیجه گرفت كه هرمي

 شوند.كنیم، خطاها كمتر ميحركت 

 

 
 

 كار نیروها بر حسب زمان تغییرات انرژی و  13شکل 
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 درصد خطای انرژی سیستم بر حسب زمان  14شکل 

 

 گيرينتيجه
تماس در  -برخوردپديده دينامیکي   سازیمدلاين تحقیق هدف 

كه توسط  است لینک الاستیک n يک سیستم رباتیکي دارای
هم متصل  )فاقد لقي و اصطکاک( بهايدئال مفاصل دوراني 

ای ، میرايي سازهسازیمدل همچنین برای بالا بردن دقت .اندشده
هنگام برخورد ربات  نیز در نظر گرفته شده است.و میرايي هوا 

به معادلات  اصطکاک های عمود بر سطح ونیرو زمین، با سطح
اپل استخراج  -حركت سیستم كه با استفاده از فرمولاسیون گیبس

تماس در اين  -پديده برخوردهمچنین  گردد.مي اضافهاند، شده
 فرموله شده است. تنظیم شدهروش  با استفاده از رباتیکي سیستم

تئوری تیر  با استفاده از نیزها ار الاستیک لینکرفتاز طرفي، 
 .است شده سازیمدلتیموشنکو 

روش تماس به  -پديده برخورد های متنوعي برای تحلیلمدل 
 تعیین نیروی اصطکاک وجود دارد. بنابراينو همچنین  تنظیم شده

سزايي هاهمیت ب برای اين دو نیرو ازانتخاب مدل مناسب 
تحقیقات قبلي انجام  به با توجه همین رویبرخوردار است. از 

برای  گووو  نیروی تماس هوومدل ، نشده توسط نويسندگا
 .شدند برگزيدهبرای اصطکاک  برخورد و مدل آمبروزيو

بر مختلف  با شرايط مرزی شکل مودهامنظور مطالعه اثر  به 
متفاوت برای  شکل مودسیستم، چهار دسته  پاسخروی 

 به شکل مودهاشرايط مرزی اين سازی انتخاب شده است. شبیه
ای انتخاب گونه تركیب آنها بهيا و  گاه ساده، گیردارتکیه صورت

 تا سیستم از تقارن هندسي برخوردار باشد. ندشد
 يدو معیار برای كنترل كردن صحت معادلات ديفرانسیل 

حفظ تقارن  عادلات،استخراج شده و درستي حل عددی اين م
و برقراری قانون كار و انرژی  سازیدر مدت زمان شبیهسیستم 
كه  ترسیمياست. نمودارهای مختلف سازی شبیهفرايند در كل 

دهند اين اطمینان را مياند، دست آمده هب سازیهای شبیهدادهاز 
سازی با دقت بالايي تا پايان زمان شبیهرا كه سیستم تقارن خود 

 .كرده و قانون كار و انرژی نیز در مورد آن صادق استحفظ 
با شرايط  شکل مودهااستفاده از سازی با شبیه از حاصل ايجنت 

. مرزی مختلف، از نظر فیزيکي نیز كاملا  مطابق انتظار است
دهد خوبي نشان مي نمودارهای درصد خطای انرژی سیستم به

نسبت  cc-cc-cc شکل مودكه هر چه سیستم مقیدتر باشد )حالت 
چنین از هم (، خطای محاسبات كمتر است.ss-ss-ssبه حالت 

توان دريافت مي بر حسب زمان شکل مودروی نمودارهای وزن 
-csكمتر از  sc-cc-csو  cc-cc-ccدامنه نوسانات برای حالت كه 

ss-sc  وss-ss-ss و همچنین فركانس ارتعاشات برای حالت  است
cc-cc-cc  وsc-cc-cs  بیشتر ازcs-ss-sc  وss-ss-ss .است 

 
 واژه نامه 

 Elastic Modulus مدول الاستیسیته

 Shear Modulus مدول برشي

 Shear Correction Factor ضريب اصلاح برش
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 Air Damping Coefficient ضريب دمپینگ هوا

 Gravitational Acceleration شتاب گرانش

 Coefficient of Restitution پذيریضريب بازگشت

 Generalized Stiffness Parameter يافتهپارامتر سختي تعمیم

 Dynamic Friction Coefficient ضريب اصطکاک دينامیکي

 های نیروی برخورد و اصطکاکمدل
 Impact and Friction Force Models 

 Smoothing Method روش هموار

 Timoshenko’s Beam Theory تئوری تیر تیموشنکو

 Vibration Frequency فركانس ارتعاشات

 Gibbs Acceleration Energy انرژی شتاب گیبس

  انرژی پتانسیل الاستیک سیستم
 System Elastic Potential Energy 

 Structural Damping ایمیرايي سازه

 Dynamic Modeling دينامیکي سازیمدل
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