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Abstract 
The modeling and prediction of the structural characteristics of thin-walled beams and columns 

are of significant importance due to the potential occurrence of lateral buckling under eccentric, 

concentrated, and distributed lateral loads. In the present study, by incorporating the effects of 

warping, heterogeneity, porosity, and based on Vlasov's assumptions and the application of 

Hamilton's principle, the governing characteristic equations for the lateral buckling of multi-

layered thin-walled porous functionally graded I-beams and channel beams were introduced. 

Using the finite element method and describing the displacement components of points within the 

elements in terms of Lagrangian and Hermitian interpolation functions, the governing eigenvalue 

equation was solved numerically. To validate the results of this study, they were compared with 

other references. The effect of various parameters, particularly porosity index, mixing index, 

material modulus ratio, end-moment ratio, and cross-sectional strength parameter, on the load-

bearing capacity of multilayer thin-walled beams under multiple boundary conditions was 

investigated. It was demonstrated that various parameters have an important role in determining 

the range of buckling instability. 
 

Keywords: Vlasov's Assumptions, Functionally Graded Porous Beam, Lateral Buckling, Volume Fraction 

Index, Porosity Index. 

 

 مقدمه -1

 توسط 1۹۸۴ سال در( FGM) تابعی مدرج مواد

 به مواد این. شدند معرفی ژاپن هوافضای ملی آزمایشگاه

 پیوسته صورتبه آنها ترکیب که اندشده طراحی ایگونه

 که مواد این. [1]کند تغییر ضخامت، امتداد در ویژه به

 ؛شوندمی ساخته فلز و سرامیک ترکیب از معمولا 

 که دارند ضخامت امتداد در متغیر و پیوسته خواصی

 مکانیکی و هایتنش برابر در مقاومت افزایش سبب

 که دهدمی نشان تحقیقات. [2]شودمی لرزش و حرارتی

 توزیع و شکل تغییر کنترل در بهتری عملکرد تیرها این

 مواد این عمران مهندسی و هوافضا صنایع در. دارند تنش

 همگن مواد به نسبت بهتری هایجایگزین عنوان به

ها علاوه بر اینها هنگامیکه تیرها، ستوناند. شده شناخته

 هایکوره ای بکار رفته در ند لایهچها ستون-یا تیر

 ایسازه بدنه پوشش اجزاء یا و گرمائی یا حرارتی

رونده در  ای بکارفضاپیماها، اجزاء سازه هایشاتل

مواجهه با شارهای  در وقتی صنایع نورد فولادی،

به ، گردندبالای عملکردی واقع می حرارتی با دماهای

ها های ترموفیزیکی موجود در آنعلت تفاوت ویژگی

حال آنکه . شوندمی جدایش و تورق گسیختگی، دچار

بر  FGMبا استفاده از تکنولوژی مواد نوظهور توان می

 توانمی FGM برجسته مزایای ازها غلبه کرد. مشکلاین 

 دماهای برابر در حرارتی عایق عنوان به هاآن عملکرد به

 و کششی استحکام افزایش با مواد این کرد. اشاره بالا

 نشان خود از بیشتری کارایی ها،تنش تمرکز کاهش

 کاهش مواد شکست احتمال نتیجه در و دهندمی

 سنتی هایکامپوزیت با FGM اصلی تفاوت. [3]یابدمی

 و شدن لایهلایه ترک، بروز از مواد این که است این در

 داخلی مرز فاقد زیرا کنندمی جلوگیری تنش تمرکز

 دارد وجود مواد این ساخت برای روش چندین. هستند

 چند نفوذ بخار، رسوب ،[۴] پودری متالورژی جمله از

 خودتکثیری سنتز و فشار بدون سازییکپارچه ای،مرحله

 مواد تولید فرآیند در حال، این با. [5]بالا دماهای در
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 فنی، هایچالش دلیل به است ممکن تابعی مدرج

 روش در. شود ایجاد ماده درون منفذها ریز و تخلخل

 میانی هایلایه به ثانویه مواد نفوذ ای،مرحله چند نفوذ

 و بالایی هایلایه به نفوذ که حالی در است دشوارتر

 عمدتا  تخلخل نتیجه، در شود.می انجام ترآسان پایینی

 سایر. گیردمی شکل FGM مواد میانی نواحی در

 ،[6]لیزر با دهیشکل شامل مواد این تولید هایروش

 هایروش و [7]مرکز از گریز با شده مخلوط پودر روش

 .[۸] هستند تطبیقی تولید و سریع سازینمونه

Kahya و Turan المان از مدلی 2017 سال در 

 بر FGM تیرهای کمانش و ارتعاش تحلیل برای محدود

. دادند ارائه اول مرتبه برشی شکل تغییر نظریه اساس

 با FGM تیرهای پایداری و ارتعاش بررسی به هاآن

 داد نشان نتایج و پرداختند محدود المان روش از استفاده

 بر زیادی تأثیر تیر ضخامت به طول نسبت افزایش که

 راهکارهای مطالعه این. دارد تیر کمانش و ارتعاشی رفتار

 تونسی .[۹]داد ارائه تیرها نوع این طراحی برای مفیدی

 حرارتی کمانش پاسخ 2017 سال در همکارانش و

 با. کردند تحلیل را حرارتی محیط در FGM تیرهای

 حرارتی رفتار که دادند نشان عددی روش از استفاده

 پایداری بر تواندمی بالا دماهای در تابعی مدرج مواد

 کاهش به منجر محیط دمای افزایش. بگذارد تأثیر تیرها

 در Turan و Kahya .[10]شودمی کمانش بحرانی بار

 ساندویچی تیرهای پایداری و ارتعاش تحلیل 201۸ سال

FGM ادامه را چندلایه محدود المان روش از استفاده با 

 FGM ساندویچی تیرهای روی بر مطالعه این. دادند

 گوناگون مرزی شرایط و مختلف هایبارگذاری تحت

 تابعی مدرج مواد از استفاده که داد نشان و داشت تمرکز

 رفتار بهبود به منجر تواندمی مختلف هایلایه در

 به 201۸ سال در Avcar .[11]شود تیرها مکانیکی

 هایپایه روی بر FGM تیرهای آزاد ارتعاش بررسی

 که داد نشان او. پرداخت پاسترناک-وینکلر الاستیک

 تیرها ارتعاشات کنترل در مهمی نقش الاستیک هایپایه

 قابل بهبود تواندمی مناسب هایپایه از استفاده و دارند

 ایجاد FGM تیرهای مکانیکی عملکرد در توجهی

 به 201۹ سال در همکارانش و Vo-Duy .[12]کند

 هاینانولوله با شده تقویت تیرهای آزاد ارتعاش تحلیل

 دینامیکی رفتار بررسی به هاآن. پرداختند FGM کربنی

 هاینانولوله تقویت که دادند نشان و پرداختند تیرها این

 مکانیکی خواص توجهی قابل شکل به تواندمی کربنی

 که شرایطی در ویژه به بخشد، بهبود را تیرها

 .[13]شودمی اعمال سنگین دینامیکی هایبارگذاری

Avcar آزاد ارتعاش روی بر ایمطالعه 201۹ سال در 

 توانی قانون و سیگموئید هاینقص با FGM تیرهای

 تواندمی تابعی مواد در هانقص که داد نشان او. داد انجام

 به نیاز و باشد داشته تیرها ارتعاشی رفتار بر زیادی تأثیر

 .[1۴]دارد وجود هانقص این جبران برای تردقیق طراحی

AlSaid-Alwan و Avcar تحلیل 2020 سال در 

 از استفاده با را FGM تیرهای آزاد ارتعاش ایمقایسه

 بررسی به مقاله این. دادند انجام تیر مختلف هاینظریه
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 آزاد ارتعاش تحلیل برای مختلف هاینظریه مقایسه و

 مدل انتخاب که داد نشان آن نتایج و پرداخت تیرها

 هاتحلیل دقت بر توجهی قابل شکل به تواندمی مناسب

 حرارتی کمانشو همکاران  بابایی .[15]بگذارد تأثیر

 بارهای که ددندا نشان. کرد بررسی را FGM صفحات

 مدرج صفحات در ناپایداری به منجر توانندمی حرارتی

 این با مقابله برای ساختاری تقویت به نیاز و شوند تابعی

 ،2021 سال در .[16]دارد وجود هابارگذاری نوع

Youzera کوپلینگ اثرات بررسی به همکارانش و 

 FGM تیرهای آزاد ارتعاش پاسخ بر خمشی و محوری

 این که دادند نشان هاآن. پرداختند حرارتی هایمحیط در

 دینامیکی پاسخ بر توجهی قابل طور به تواندمی اثرات

 تریدقیق طراحی و بگذارد تأثیر حرارتی شرایط در تیرها

با بکارگیری روش المان  .[17]است نیاز تیرها این برای

در تحقیقات  2023 سال در شهمکاران و Wang محدود،

با مدلسازی  تابعی مدرج خود روی رفتار شناسی مواد

 و ارتعاشات بررسی به داخلی عیووب ساختاری دقیق

 نشانها آن نتایج. پرداختند FGM تیرهای کمانش رفتار

 پاسخ روی بر توجهی قابل تأثیر داخلی هاینقص که داد

 توجه به نیاز و دارد تیرها این کمانش و دینامیکی

 در .[1۸]دارد وجود FGM هایسازه طراحی در بیشتری

رفتار کمانش و  یبه بررسو همکاران  Xie 202۴ سال

شده از مواد مدرج جدار نازک ساخته یرهایت یداریپا

 جی. نتادختنپردا یمحور یبارگذارتحت  FGM یتابع

 یساختار یمواد و طراح حیکه انتخاب صح دادنشان 

و کمانش  یداریرا در برابر ناپا رهایمقاومت ت تواندیم

 اهشحال وزن سازه را ک نیبهبود بخشد و در ع

 .[1۹]دهد

تخلخل و اثر  اثر در نظر گرفتن با ،مقالهاین  در

 اختلاط قانون اعمال بامواد  خواص ساختاری ناهمگنی

 معادلات ،میلتونه اصل بکارگیری با و توانی خطی

 در معرض تیر استاتیکی تعادلمشخصه توصیف کننده 

 استخراج نیروئی متفاوت هایتوزیع با ،جانبی بارهای

 ساندویچی تیرمربوط به  کمانش بحرانی بار و گردید

در مواجهه  نازک جدار تابعی هدفمند شکل )چند لایه(

 برای ی و لنگرینیرو ی گسترده/متمرکز هایبارگذاری با

در راستای  مواد توزیعمتنوع از نحوه  حالت چند

 حاصل عددی نتایج . در ادامهگردید استخراج ضخامت

از حل معادله مشخصه حاکم بر ناپایداری استاتیکی 

 قرار لیتحل و مقایسه مورد مراجعسایر  با نتایج ،لهامس

 مولفه های اتاثرمتناظر با انعکاس  نخستاست.  گرفته

 مرکز برش ،جرم مرکز جانبیمحوری و  مکان تغییر

 تغییر هایمولفه و مقطع چرخش زاویه عرضی، مقطع

برای چند حالت و  تیر داخل نقاط ایصفحه درون مکان

 بار نحوه ای وناهمگنی ساختاری چند لایه  مختلف از

 تیر استاتیکی تعادل بر حاکم معادلات ،تیر جانبی گذاری

بهره  و محدود الماناعمال متد  با . سپسگردیدمعرفی 

مشخصه  ویژه مقدار مساله متلبگیری از نرم افزار 

. گردید حل کافی دقت با تیر جانبی کمانشمربوط به 

 تجزیه و ترسیم نظر مد مشخصه های منحنی و نمودارها
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 و شده انجام کامل بصورت حاصل نتایج روی تحلیل

 ،تیر ابعاد نسبت از اعم مختلف پارامترهای تغییرات تاثیر

متناظر با:  تابعی مواد اختلاط شاخصشاخص تخلخل، 

 های بال با شکل I مقطع( ب و شکل ناودانی مقطع( الف

 .گرفت قرار  بررسی مورد نامساوی،
 

 هامواد و روش -2

 : سازی مدل -2-1

 مدرج فازه دو ناهمگن ساختار باL طول به تیری

 نشان عرضی متفاوت هندسه دو برگیرندهدر FG تابعی

 و بال هایبخش که را 2و  1های  شکل در شده داده

 ساخته سرامیکی و فلزی جزء دو اختلاط از هاآن جان

 نحوه دهنده نشان 1شکل .گیریممی نظر در را شده

 

 

 
 عرضی تیر ناودانی  مقطع:  1 شکل

تابعی متخلخل نوع  لایه داخل مصالح خواص تغییرات

A ماده در امتداد  خواص توزیع که شودمی فرض است

 مواد حجمی کسر خطی ترکیب قانون اعضاء مقطع از

 :آیندمی بدست 1 رابطه و از کردهپیروی 

(1) 
FG c c m m

P =P V (n)+P V (n) 

بترتیب خواص خالص فلزی و  Pmو  Pc که اینجا

نیز نشان دهنده کسر حجمی  Vmو Vcد.نباشسرامیکی می

 داریم:طوریکه ، باشندمیفلزی های سرامیکی و جزء

(2) c mV (n)+V (n)=1 

 پواسون نسبت و یانگ مدول وابستگی توانمی در نتیجه

بر حسب  ضخامت راستای در را مقطع متخلخل هایلایه

 :کرد توصیف زیر بصورت راکسر حجمی اجزاء 

(3)        m c m c c mE n =E E -E V n -λ E +E /2 

(۴)        m c m c c mν n =ν ν -ν V n -λ ν +ν /2 

با مدل متناظر پارامتر تخلخل  𝜆 ،۴و3روابطکه در 

 جهته توزیع تک مقاله این در .استتخلخل زوج 

 سه خواص ماده در امتداد ضخامت لایه ها را بصورت

 :کنیممی بندی تقسیمزیر  مدل

 
 نامساوی هایبال با شکل I عرضی تیر مقطع:  2 شکل

 Aنوع

 ،3 شکل مطابق که شودمی فرض مدل این اساس بر
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 خالص خواص از ضخامت راستای در مصالح خواص

n در  فلزی = −h/2در سرامیکی خالص خواص به 

n = +h/2 کندمی تغییر توانی توزیع اساس بر. 

 
 A نوع ناهمگن ساختار:  3 شکل

 5رابطه بصورت سرامیکی فاز حجمی کسر توانمی

 :کرد تعریف

(5) 
P

c

1 n h h
V = + ,- n +

2 h 2 2

 
  

 

 

که  است غیرمنفی عدد یک P شاخص توانی ،اینجا

در  مواد ترکیب حجمی کسر توزیع نحوهتوصیف کننده 

 که بر این .کندمی توصیف را تابعی لایه ضخامت امتداد

 کششی سختیمولفه های  توانمی ،اساس
11Aسختی ، 

خمشی -کششی پیوندی
11B خمشی  سختی و

11D را با 

 ضخامت، راستای در کرنش-از رابطه تنش گیری انتگرال

 :بدست آورد زیر بصورت

(6) 

c m
11 m

2c m
11

3

11 c m

3m

E -E
A = +E h

p+1

p(E -E )
B = h

2(p+1)(p+2)

1 1 1
D = - + (E -E )h

4(p+1) p+2 p+3

E
+ h

12

 
 
 

 
 
 

 

 Bنوع

 بالائی لایهکنیم که می فرض ۴ شکل با توجه به

 𝛼ℎبوده و ضخامت آن  سرامیکی خالص نساز ج مقطع

 از ماده خواص، تحتانی لایهسطح روئین  در . امااست

n  در فلزی خالص = −h/2 در سرامیکی خالص به

 n = 0.5-α h که بر این اساس  .کندمی تغییر c
V n 

 :شودمیبیان  زیر بصورت Bی مدل نوع ها لایه داخل

(7) 
p

c

 

V

1 n
+ ,-0.5h n (0.5-α)h

= 2 h

1               (0.5-α)h n 0.5h

 
  

 


 

 

حاکم در کرنش -گیری از رابطه تنش که با انتگرال

 کششی، سختیتوان مولفه های راستای ضخامت می

متناظر  خمشی سختی و خمشی-کششی پیوندی سختی

 :تعیین کرد ۸ روابط از را B با مدل

(۸) 

c m
11 c

11

2

c m

3
3

11 c

3 2 3

m

3

3

c m

E +pE
A =αhE + (1-α)h

p+1

α 1 1-α
B = - +

2 2(p+1) (p+2)

×(E -E )(1-α)h

1 (1-α-0.5)
D = + E h

24 3

1
- (4α -6α +3α-1)E h
12

1 1-α (1-α)
        + - +

4(p+1) p+2 p+3

×(E -E )(1-α)h

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 

 
 B نوع ناهمگن ساختار:  4 شکل

 Cنوع

 نشان داده شده است  5مطابق این مدل که در شکل 

 جنساز  مقطع یا هسته میانی لایه که شودمی فرض

در نظر  αh که ضخامت آن برابر بوده سرامیکی خالص

 فوقانی و تحتانی هایلایه آنکه حال ،شودگرفته می
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 لایهاین  در مصالح خواص وتابعی داشته  مدرجماهیت 

 سمت به مربوطه روئین و زیرین سطوحبترتیب از  از ها

 کییسرامخوا خالص  به فلزی خالص خواص از هسته

 .یابدمی تغییر

 

 C نوع ناهمگن ساختار: 5 شکل

 جزء حجمی کسر توانمیاین مدل نیز  اساس این بر

 ۹ روابط بصورت را لایه های این مقطع داخل سرامیکی

 :توصیف کرد

(۹) 

p

c

p

- n +0.5h
,+0.5αh n +0.5h

0.5(1-α)h

V = 1                       -0.5αh n 0.5h

- n +0.5h
,-0.5h n -0.5αh

0.5(1-α)h

 
   
 


 

 

  
 

 

-از رابطه تنشگیری  و انتگرال ۹روابط که با استفاده از 

 مولفه های  توانمی ،کرنش حاکم در راستای ضخامت

 خمشی سختی و خمشی-کششی سختی کششی، سختی

 :آورد بدست 10 روابط ازرا نیز  Cمتناظر با مدل 

(10) 

3 3 3

11 c m

3

3

c m

1 1
D = E h + (1-α )E h

12 12

1 1-α (1-α)
+ - +

4(p+1) 2(p+2) 4(p+3)

×(E -E )(1-α)h

 
 
 

 

 راستای در خواص متقارنبه علت توزیع  ،Cمدل  در

 از خمشی و کششی های منتجه بین کوپلینگ، ضخامت

علاوه بر این . گرددمی صفر 11Bمنتجه تنشو  رفته بین

در لایه های  مصالح خواص بودن یکایزوتروپبعلت 

 ،در هر سه مدل مفروض تابعی و همگن

66 11D =D / 2(1+ν)  است. منتجه خمشنشان دهنده 

 روابط حاکم -2-2

از آنجائیکه ارائه یک راه حل صریح و تحلیلی برای 

معادلات حاکم بر کمانش از پیچیدگی خاصی برخوردار 

برای حل روش عددی المان محدود  از اینرواست. 

 گرفته بکار مفروض تیر کمانشمعادلات حاکم بر مساله 

لذا برای دستیابی به این هدف تیر مفروض در امتداد  .شد

ان گره گذاری و به المان های طولی و در فواص یکس

یکسان تقسیم شد. بنحویکه با دخالت دادن اثر وارپینگ 

 ارایهر کدام از این المان ها د 6مطابق شکل یا اعوجاج 

 .باشندمی آزادی درجه هفت

 

 المان هر یافته تعمیم نقاط مختصات :6 شکل

عبارات و با استفاده از  6لذا با توجه به شکل 

لاگرانژی خطی درونیابی
j، های ایجمله چند و

درونیابی هرمیتی مکعبی
jتوان فرم تعمیم یافته ، می

 ها را المان هر کدام از داخل مولفه های جابجائی نقاط

 انتهائی و ابتدائی ی جابجائی گرهمولفه های بر حسب 

 :کرد توصیف 11-13روابط به شکل  المان ها

(11) 

1 1 2 2

1 1 1,z 2 2 3 2,z 4

1 1 1,z 2 2 3 2,z 4

1 1 1,z 2 2 3 2,z 4

W(z)=W Ψ (z)+W Ψ (z)

U(z)=u Ψ (z)+u Ψ (z)+u Ψ (z)+u Ψ (z)

V(z)=v Ψ (z)+v Ψ (z)+v Ψ (z)+v Ψ (z)

(z)= Ψ (z)+ Ψ (z)+ Ψ (z)+ Ψ (z)   

 



 

۸ 

 

(12) 1 e

2 e

Ψ (z)=1-z/l

Ψ (z)=z/l
 

(13) 

3 3 2 2

1

3 2 2

2

3 3 2 2

3

3 2 2

4

( ) 2 / 3 / 1

( ) / 2 /

( ) 2 / 3 /

( ) / /

e e

e e

e e

e e

z z l z l

z z l z l z

z z l z l

z z l z l









  

  

  

 

 

در ادمه این تحقیق با پرهیز از پرداختن به جزئیات 

گرالی مستخرج از اصل نحوه استخراج معادله انت

این معادله  13و12توان با استفاده از عبارات همیلتون، می

 :انتگرالی را بصورت زیر بازنویسی کرد

(1۴) 


L4 2

11 I J J 12 I j j

i,j=1 I,J 0

13 I j j 14 I j j I

12 i J J 22 i j j

23 i j j 24 i j j

i j j i

13 i J J 23 i j j

33 i j j 34 i j j

E Ψ Ψ w -E Ψ ψ u

-E Ψ ψ v -E Ψ ψ δw

+ E ψ Ψ w +E ψ ψ u

+E ψ ψ v +E ψ ψ

-λf(z)ψ ψ δu

+ -E ψ Ψ w +E ψ ψ u

+ E ψ ψ v +E ψ ψ









  

    

   

   

 

   

   





i

14 i J J 24 i j j

34 i j j 44 i j j

55 i j j

i j i i

δv

+ -E ψ Ψ w +E ψ ψ u

+E ψ ψ v +E ψ ψ

+4E ψ ψ

-λξg(z)ψ ψ δ dz=0





 



   

   

 



 

کمیت های  ضرایب دادن قرار صفر متحددر ادامه با 

تعمیم  فرم توانمی iδو iδu ،iδv  ،iδw مستقل

های مساله کمانش هر کدام از المان حاکم بر  یافته

حدود را در فرم ماتریسی مدلسازی شده بروش المان م

 :باز نویسی کرد 15رابطه  خود بصورت

(15) *( ) K G 0  

 که در آن:

(16) 




1 2 1 1 2 2 1 1

2 2 1 1 2 2

, , , , , , ,

, , , , ,
T

w w u u u u v v

v v    

  

  

 
 

با متناظر گرهی هایجابجائی برگیرنده در ویژه بردار 

 Κ. باشندمی *برای)پارامتر بار کمانشی(  ویژه مقدار

 سختی ماتریس و المان سختی ماتریس بترتیب نیز Gو

 :شوندمی داده 1۸و 17ر.ابط  بصورت که بوده هندسی

(17) 

11 12 13 14

[2 2] [2 4] [2 4] [2 4]

22 23 24

[2 4] [2 4] [2 4]

33 34

[2 4] [2 4]

44

[2 4]

[ ] [ ] [ ] [ ]

[ ] [ ] [ ]

[ ] [ ]

sym. [ ]

IJ Ij Ij Ij

ij ij ij

ij ij

ij

   

  

 



 
 
 
 
 
  

K K K K

K K K
K

K K

K

 

 

(1۸) 

[2 2] [2 4] [2 4] [2 4]

22 24

[2 4] [2 4] [2 4]

33 34

[2 4] [2 4]

44

[2 4]

[ ] [ ] [ ] [ ]

[ ] [ ] [ ]

[ ] [ ]

sym. [ ]

ij ij

ij ij

ij

   

  

 



 
 
 
 
 
  

0 0 0 0

G 0 G
G

G G

G

 

 تغییرات که نکته این به توجه با حاضر پژوهش در

 توانمی اتفاق ضخامت راستای در فقط مصالح خواص

 یو ماتریس سخت المان توان اجزاء ماتریس سختیمی

 :بدست آورد 20و1۹هندسی متناظر با هر کدام از روابط 

(1۹) 

e+1 e+1

e e

e+1 e+1

e e

e+1 e+1

e e

e+1

e

z z
11 12

IJ 11 I J IJ 12 I j
z z

z z
13 14

IJ 13 I j IJ 14 I j
z z

z z
22 23

IJ 22 i j IJ 23 i j
z z

z
24

IJ 24 i j I
z

K = E Ψ Ψ dAdz,K =- E Ψ ψ dAdz

K = E Ψ ψ dAdz,K = E Ψ ψ dAdz

K =- E ψ ψ dAdz,K =- E ψ ψ dAdz

K = E ψ ψ dAdz,K

   

   

   

 

 

 

 


e+1

e

e+1

e

e+1

e

z
33

J 33 i j
z

z
34

IJ 34 i j
z

z
44

IJ 44 i j 55 i j
z

= E ψ ψ dAdz

K = E ψ ψ dAdz

K = (E ψ ψ +4E ψ ψ )dAdz

 

 

   







 

(20) 
e+1

e

e+1

e

z
24

IJ i j
z

z
44

IJ i j
z

G = f(z)ψ ψ dz

G = g(z)ξψ ψ dz









 

 صفر ماتریس برابر دیگر، هایماتریس زیر تمامی و

 ، توابع20شایان ذکر است که در روابط  .باشندمی

( )f z و ( )g z  توابعی هستند که به چگونگی و الگوی

 شوند:ابسته بوده و بصورت زیر داده میبارگذاری تیر و

 برای تیر تحت گرادیان لنگری: الف(

(21) ( ) (1 ) / 2 (1 ) /

( ) 0

f z z L

g z

    



 

نشان دهنده نسبت لنگر انتهای راست می  که در آن 

 باشد.



 

۹ 

 

 برای تیر تحت بار گسترده با توزیع یکنواخت: ب(

(22) 
2 2( ) / 8 / 2

( ) 1

f z L z

g z

 



 

 ج( برای تیر تحت بارگذاری متمرکز مرکزی:

(23) 
( ) ( / 4 / 2)

0,     z / 2
( )

1,     z / 2

f z L z

L
g z

L

 


 



 

 مدل عددی  سنجی اعتبار -3-2

 عددی نتایج اعتبارصحت و  به منظور بررسی

 نتایج تحقیق،فرمولبندی ارائه شده در این مستخرج از 

 همکارانش و نگوینحاصل از تجقیق  نتایجحاصله با 

 برای این منظور. واقع شد کمی مقایسه مورد ،[20]

 شنکما مسالهتحت شرایط خاصی  و مرجعهمانند این 

و  ایزوتروپیک خواص با تقارن محور دو دارای هایتیر

cEر مقادی متناظر با =17.225  GPa 0.3وv  آنالیز مورد 

 از حاصل نتایج سنجی صحت برای. گرفت قرار عددی

 پارامتر تغییرات منحنی 7 شکل در اخیر، پژوهش

 که شکل I پیچشی تیر -جانبی کمانش مقاومت مشخصه

 برابر در است پیچشی خمشی و صلبیت صلبیت از تابعی

 بدون پارامتر از مختلف مقدار سه برای توانی، شاخص

تیر درجه بعد
1 1 2

 b b b  بصورت و شد ارائه/

 قرار مقایسه مورد ،[20] مرجع از مستخرج نتایج با کمی

 که شودمیمشاهده  مرجع، این همانند. است گرفته

 توزیع مدل از ها لایه ضخامت راستای در تیر خواص

 مشاهده شکل این مطابق. کند می تبعیت B نوع خواص

 نتایج بین مطلوبی بسیار سازگاری شکل که شودمی

 پیداست. دارد وجود [20] مرجع و حاضر مدل از حاصل

 ،(سرامیکی جزء کاهش) توانی شاخص افزایش با که

 مقدار به رسیدن تا پیوسته بصورت  مشخصه پارامتر

 و افزایش ای ملاحظه قابل شیب با مربوطه اکسترمم

 تثبیت تا پارامتر توانی شاخص افزایش ادامه با سپس

-می تغییر ملایمی بسیار شیب با ثابتی مقادیر روی شدن

 کمانش ظرفیت شکل این مطابق دیگر طرف از. کند

 به خواص، توزیع مدل به وابستگی بر علاوه تیر جانبی

 باشد،می وابسته شدیدا  نیز عرضی مقطع هندسی شکل

0از تیر درجه افزایش با بنحویکه 5  1 به .  

 سختی افزایش ،(مقطع شدن شکل T مقطع با متناظر)

 .گرددمی جانبی باربری ظرفیت افزایش سبب
 

 
 پیچشی-جانبی یکمانش پارامترمقاومت تغییرات:  7 شکل

 پارامتر از مختلف مقدار سه برای توانی، شاخص برابر در

 .تیر درجه بعد بدون

 عرضی مقاطع با نازک جدار تیر دو اول، مثال بعنوان

I مرزی رایطبا ش ناودانی و تقارن محور یک با شکل 

 در شده چندگانه و هندسه های مقطع عرضی آورده

 .گیریممی نظر در را ۸ شکل
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 ناودانی و I تیر عرضی مقطع هندسه : 8 شکل

 بصورت شکل I مقطع با سطح هندسی مشخصات

3 1 24b = 02b b 4 h  1و 2 3=h =hh =h=5 و 

شکل  ناودانی مقطع سطح هندسی مشخصات

3 1 22b = 02b b 4 h 1و 2 3=h =hh =h=5 

 عرضی مقاطعشود که این فرض میاست. علاوه بر 

 باشندتک لایه، دولایه و یا سه لایه میاعضاء مقطع 

 بصورت، خواص ماده آنها تابعیبنحویکه در لایه 

cEبا جزء سرامیکی  از تدریجی  = 380  GPa  به جزء

mEبا  فلزی  = 70  GPa  برای علاوه بر این . استمتغیر

رالی، های مفرط در محاسبات انتگچیدگیپرهیز از پی

0.3vبرابراجزاء فلزی و سرامیکی را  پواسن نسبت  

 2α و 1αفرض می کنیم که ، همچنین. گیریمدر نظر می

سرامیکی  خالص هایلایه ضخامت نسبتبترتیب بیانگر 

روی اعضاء بال  به ضخامت لایه تابعیفوقانی و تحتانی 

مطابق این  ضمنا ناودانی می باشند.  و شکل Iمقاطع 

 نسبتنشان دهنده  3α که کنیمفرض میها شکل

به ضخامت لایه تابعی  سرامیکیخالص  لایه ضخامت

علاوه بر این مگر اینکه در جائی . باشدمیاین مقاطع 

تیر را نیز  ارتفاع به طولابعاد  نسبتاشاره شود، پارامتر 

3L/b برابر  ۸شکل مطابق. می گیریم نظر در 40=

 هندسه با تابعی هدفمند تیر عرضی مقطع ظاهری ساختار

I ،چینش نحوه و هندسی ساختار نشان دهنده که شکل 

 است. تابعی و همگن های لایه
 

 عددی نتایج -4-2

 سرامیکی ضخامت نسبت تاثیربررسی  -2-۴-1

 شکل I تیر کمانشظرفیت  روی

 مقاطع با باز نازک جدار تیرهای کمانش مساله ابتدا

 لنگر معرض در تقارن، محور یک دارای شکل I عرضی

مگر اینکه در  ضمنا . کنیمتجزیه و تحلیل میرا  انتهائی

کنیم که پارامترهای نسبت فرض میجائی ذکر شود، 

پارامتر نسبت ضخامت  و هابال سرامیکی ضخامت

باشند می برابر روی مقاطع عرضی جان هسته سرامیکی

(1 2 3α = α = α = α). 

متناظر  بحرانیمحوری  نیروی تغییرات ۹ شکل در
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 یتواناختلاط  شاخص تغییرات برابر در با بروز کمانش

p،  نسبتصعودی از پارامتر  مقدار ششمتناظر با 

بتصویر کشیده شده است.  αسرامیکی لایه ضخامت

به ازاء تمام مقادیر  ،مطابق این شکل پر واضح است که

 ظرفیت ،p شاخص افزایش اب داده شده از این نسبت،

 سختی کاهش به سبب نیروئی محوری کمانش بریبار

در ماده  سرامیکی جزء اکاشتر سهم کاهشمتاثر از 

بنحویکه برای تمامی مقادیر  کند.پیدا می کاهش ،تابعی

داده شده از نسبت ضخامت سرامیکی، با ادامه افزایش 

روی مقادیر  محوری کمانش ظرفیت ،شاخص توانی

علاوه بر . گردندمی تثبیت( αبه  وابسته) خاص حدی

 ضخامت نسبتپارامتر  افزایششود که این مشاهده می

 افزایش در نتیجه نیز تیر سختی دارد زیرا ساز پایدار تاثیر

شود سبب می  و یافته افزایش هر چه بیشتر این نسبت

نیروی محوری  از بالاتری مقادیر در محوری کمانشکه 

 .متمرکز وارده رخ بدهد
  

 
 در بحرانی مرکزی متمرکزکمانشی  بار تغییرات:  9 شکل

 .مختلف هایαبرای اختلاط توانی شاخص برابر

ظرفیت کمانش جانبی تحت  تغییرات 10 شکل در

 ،p اختلاط یتوان شاخصدر برابر بارگذاری گسترده 

 ضخامت متناظر با شش مقدار صعودی از پارامتر نسبت

 این مطابق نمایش داده شده است. ،αسرامیکی لایه

 مقدار هر برای که شودمی مشاهده بخوبی نیز شکل

 افزایش با ،αسرامیکی ضخامت نسبت از خاصی

 در نتیجه نیز گسترده ظرفیت بار کمانشی ،pشاخص

 جزء اشتراک سهم کاهش )ناشی از سختی کاهش

مطابق این علاوه بر این . کندپیدا می تنزل ،(سرامیکی

 ،نسبت ضخامتبا افزایش  کهشود شکل مشاهده می

نیز ارتقاء می  گسترده ی تحت اعمال بارکمانشظرفیت 

یابد زیرا بواسطه افزایش این نسبت سختی تیر نیز ارتقاء 

  .می یابد

 
 برابر در بحرانی یکنواخت گسترده بار تغییرات:  10 شکل

 .اختلاط توانی شاخص

 روی سرامیکی ضخامت نسبت تاثیر -2-۴-2

 تیر ناودانی عرضی کمانش

 بحرانی لنگر تغییرات 11 شکل در منظور این برای

 و (B)مدل  دولایه ناودانی عرضی طعامق با تیر کمانش

 متناظر با  ،p شاخص تغییرات در برابر( C)مدل  لایه سه

برای αمختلف از نسبت ضخامت مقدار چهار

1 2 3α = α = α =α  وβ=-1)، کمی واقع شده  مورد مقایسه
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 افزایش باαمقادیر تمامی برای 11 شکل مطابق. است

 جزء سهمکاهش اشتراک آن و به تبع  توانی شاخص

 تیر عرضی کمانش، طعامق بال و جان در سرامیکی

ی رخ لنگراز بارگذاری  پائین تریمقادیر  در ناودانی

سبب ، اعضاء مقطعدر  αافزایش دیگر طرف از دهد.می

بار لنگری  تحمل در سرامیکی فاز مشارکت سهم ارتقاء

می  تیر کل سختی افزایش سبب وارده بر مقطع و متعاقبا 

 بزرگتر لنگری بارهای درگردد بدین معنی که کمانش 

های ن منحنیعلاوه بر این با مقایسه آ. دهدمی رخ

توان دریافت که برای تمامی می 11ه در شکل صمشخ

کمانشی تیر با مقطع  ظرفیت، αو pاز  مقادیر داده شده

  (B)مدل  در مقایسه با مقطع دو لایه( C)مدل سه لایه 

  است.بیشتر 

 
های  مدل کمانش بحرانی لنگرمقایسه تغییرات :  11شکل 

 .توانی شاخص برابر ( درC)مدلسه لایه  ( وBدو لایه )مدل

 روی اختلاط حجمی کسر شاخص تاثیر -2-۴-3

 عرضی کمانش ظرفیت

 تغییرات مشخصه هایمنحنینیز  12 هایشکل در

( الف :طعامق با ناودانی تیر لنگری کمانش ظرفیت

 نسبتپارامتر  برابر در C نوع( ج و نوع B(ب ،Aنوع

 شاخص از مختلف مقدار ششبرای  انتهائی لنگرهای

با توجه به این . شده استنشان داده  توانیاختلاط 

 نسبت افزایش با ،p از مقادیر تمامی ازاء به هاشکل

 محدوده در لنگری کمانشی ظرفیت انتهائی لنگرهای

-1 β 0  با لنگری جانبی کمانش باربری ظرفیت ابتدا 

0 محدوده در و یافته افزایش زیادی شیب β 1  بعد 

βدر مربوطه های منحنی اکسترمم نقطه از گذر از 0.8 

 در که است ذکر شایان. یابدمی کاهش ملایمی شیب با

β های محدوده 00و β دو و انحناء یک با تیر بترتیب 

 محدوده در شکل این مطابق. شودمی خمیده انحناء

1-) انتهائی لنگرهای نسبت تغییرات β 1 )، ارتقاء با 

 رنگ سیاه منحنیمربوط به ) p=0ز ا توانی شاخص

 p= به( مقطع کلمتناظر با سرامیکی شدن جنس 

 شدن بزرگتر با متناظر رنگ کم سبز منحنیمربوط به )

 هایمدل با عرضی مقاطع کمانشی ظرفیت ،(فلزی سهم

 کاهش به سبب مقطع سختی کاهش بعلت ،Cو A،Bنوع

 .یابدمی کاهشکل  سرامیکی حجمی کسر

 ساختاری توزیع چگونگی اثر کمی مقایسه برای

 روی عرضی مقطع تابعی و همگن هایلایه خواص

 هایمنحنینیز  ت-12ل درشک کمانشی، ظرفیت

 با ناودانی تیر لنگری-جانبی کمانش ظرفیت مشخصه

 نسبت برابر در Cنوع و B نوع ،Aعرضی، نوع مقطع

 توانی شاخص از خاص مقدار برای انتهائی لنگرهای

p=0.5  با توجه به این شکل. است بتصویر کشیده شده 

 ناودانی تیر انتهائی، لنگر نسبت از مقادیر تمامی ازاء به

 ظرفیت بیشترین دارای Bنوع ای لایه سه مقطع با
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 کمترین دارای Cنوع عرضی مقطع و جانبی کمانش

 .باشدمی ظرفیت

 

  
 )ب( )الف(

  
 )ت( )پ(

 : تغییرات بار لنگری کمانش عرضی در برابر نسبت لنگرهای انتهایی برای شش مقدار مختلف از شاخص توانی12شکل 

 

 پارامتر تخلخل آنالیز اثرگذاری تغییرات -2-۴-۴

 کمانشی ظرفیت روی

های مشخصه کمانش منحنی ،13های در شکل

شاخص توانی، بترتیب تحت شکل در برابر  Iجانبی تیر 

های گسترده، متمرکز و لنگری و متناظر با سه بارگذاری

حالت مختلف از شرایط مرزی تکیه گاهی الف( دو سر 

( دو ج ،CSیکسر گیردار-، ب( یکسر سادهSSساده

برای چهار مقدار مختلف از پارامتر  CCسر گیردار

0تخلخل از ،0 02. ،0 04. 0و 06.  

شود ها مشاهده میآورده شده است. در تمامی این شکل

که با افزایش شاخص توانی از خواص سرامیکی )متناظر 

0pبا  ( به خواص فلزی )متناظر باp بار ،)

ن روی کمانش گسترده، متمرکز و لنگری تا تثبیت شد

-یابند. مقایسه این شکلمقادیر خاص مربوطه کاهش می

ها نشان دهنده آن است مقایسه نتایج حاصله پیداست 

که با افزایش درجه قیود تکیه گاهی حاکم بر تیر از 

به دنبال افزایش سختی خمشی و  CCبه  SSحالت 

مقطع بطرز قابل ملاحظه ای  تیر، ظرفیت کمانشی جانبی

برای هر مقدار از شاخص ه بیان دیگر یابد. ببهبود می

بیشتر از دو حالت دیگر  CCتوانی، ظرفیت کمانشی تیر
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نیز در مقایسه  CSاست و ظرفیت باربری کمانشی تیر 

ها بیشتر است. از طرف دیگر مطابق این شکل SSبا تیر 

رود در تمامی حالات افزایش که انتظار می نو همچنا

0پارامتر تخلخل از  0به 06.  سبب کاهش

 گردد.ظرفیت کمانش جانبی می

 
 )الف(

 
 )ب(

 
 )ج(

 .توانی شاخص برابر در بحرانی لنگر : تغییرات 13شکل 

بررسی تاثیر نسبت مدول مواد متشکله  -2-۴-5

روی ظرفیت کمانش تحت بارگذاری های متمرکز 

 و لنگری

های کمانش تیر ناودانی دو سر منحنی 1۴در شکل 

، برای سه مدل مختلف از توزیع pساده در برابر 

، ج( مدلB، ب( مدلA ناهمگنی ساختاری: الف( مدل

Cمتناظربا/ 0.5c mE Eو/ 2c mE Eارائه 

/برایدهد که نشان می شده است و 0.5c mE E

، بیشتر از ظرفیت Cایمدل سه لایهکمانشی ظرفیت 

است. دلیل آن نیز به کمتر بودن  دو مدل دیگر کمانشی

حالت در کسر حجمی جزء سرامیکی )جنس ضعیف

/ 1c mE E ( و بیشتر بودن جز فلزی )جنس قوی در

/حالت 1c mE E .ی برااما ( با مدول بزرگتر است

/حالت 2c mE Eچون مدل دو لایه ای ، B  از

لایه همگن سرامیکی )جنس قویترضخامت 

/ 1c mE Eدر مقایسه با دو مدل دیگر  ( بزرگتری

این مدل  لنگری کمانشظرفیت بنابراین  ،برخوردار است

سختی  بالا بودن به سببدر مقایسه با دو مدل دیگر )

 ( بزرگتر است.خمشی
 

 
( الف: با ناودانی تیر کمانشی ظرفیت:  14 شکل

 .Cمدل( ج ،Bمدل( ب ،Aمدل

نقطه اثر بارگذاری نیروئی آنالیز اثرگذاری  -2-۴-6

  روی ظرفیت کمانش

های مشخصه کمانش نسبت به منحنی 15در شکل 
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، متناظر با بارگذاری نیروئی متمرکز در سه pتغییرات 

نقطه مختلف واقع بر مقطع عرضی: الف( اعمال نیروی 

متمرکز در مرکز تار فوقانی بال بالائی، ب( اعمال نیرو 

اعمال نیروی متمرکز در مرکز  در مرکز برش مقطع، ج(

1تار تحتانی بال پائینی، متناظر با حالت خاص 23b b

-بوضوح مشاهده میمطابق این شکل  ، ارائه شده است.

عرضی شود که در حالت )ج( که در آن نیروی متمرکز 

در مرکز تار تحتانی بال پائینی اعمال شده است در 

مقایسه با دو حالت دیگر )حالت الف و ب( از بیشترین 

 .ظرفیت کمانشی برخوردار است

 
 توانی، شاخص در برابر کمانش بار تغییرات: 15شکل 

 .عرضی مقطعاز  نقطه سه در متمرکز بارگذاریبرای 

شکل روی  I تغییرات پارامتر تیربررسی  -2-۴-7

  پیچشی-ظرفیت کمانش جانبی

منحنی تغییرات پارامتر مشخصه نیز  16در شکل 

2مقاومت 2 2

3( ) 4( )y comK EI b GJ L تیرI 

( که تابعی صلبیت Bشکل )با مدل توزیع خواص نوع 

EI)های خمشی
y com
GJو پیچشی (

com
( است در  (

برای شش مقدار از ثابت تخلخل ، p برابر شاخص توانی

مقادیر  جمیعشده است. پیداست که به ازاء نشان داده 

با افزایش شاخص توانی ابتدا داده از ثابت تخلخل، 

تارسیدن  K)کاهش سهم جزء سرامیکی(، مقدار پارامتر

به مقادیر اکسترمم مربوطه افزایش یافته و سپس با ادامه 

گذارد. علاوه نیز رو به کاهش می Kمقدار ، pافزایش 

بر این در محدوده داده شده از شاخص توانی، با افزایش 

بترتیب افزایش  Kثابت تخلخل پارامتر مشخصه

 یابد. می

 
 .در برابر شاخص توانی Kتغییرات پارامتر مشخصه -61شکل 

 

  همگرائی )استقلال شبکه محاسباتی(آنالیز  -2-۴-۸

های طولی برای مطالعه اثرگذاری تعداد المان

روی ظرفیت کمانش جانبی، در  Neانتخابی تیر یعنی 

تغییرات بار متمرکز نیروئی در برابر شاخص  17شکل 

های شش انتخاب مختلف از تعداد المان ، برایpتوانی 

است. با  طولی انتخابی در امتداد تیر بتصویر کشیده شده

پیداست که با افزایش تعداد ها مقایسه رفتار این منحنی

ها در طول تیر منحنی های مشخصه به سمت المان

ناظر با حل دقیق همگراء شده منحنی مشخصه یکتای مت

Neطوریکه برای 10  نتایج مستخرج از استقلال

های انتخابی برخوردار محاسباتی نسبت به تعداد المان

 خواهند شد. 
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 تغییرات در برابر متمرکز جانبی کمانش بار تغییرات -17شکل 

p،  برای شش تعداد از المانهای انتخابی روی تیرNe. 

 

درجه آنالیز اثرگذاری مدل های تخلخل  -2-۴-۹

 روی ظرفیت کمانش جانبی گستردهبندی شده 

اثرگذاری نحوه توزیع درجه  و مقایسه برای مطالعه

بندی شده تخلخل ساختاری روی ظرفیت کمانش 

چهار مدل مختلف از  برای توانشکل، می Iجانبی تیر 

الف(  :بصورت 1۸ نشان داده شده در شکل تخلخل

-un، ج( تخلخل evenنامتخلخل )سالم(، ب( تخلخل  

even)تخلخل لگاریتمیک  ، دLog-un-even  مدول

در راستای ضخامت اعضاء جان و بال الاستیسیته تیر 

 :توصیف کرد مقطع بصورت زیر
 الف( برای تیر سالم:

(2۴)      m c m c
E n =E E -E V n 

 :evenب( برای تیر با مدل تخلخل 

(25)    

 
m c m c

c m

E n =E E -E V (n)

           -λ E +E /2


 

 :un-evenج( برای تیر با مدل تخلخل 

(26) 
     

  
m c m c

c m

E n =E E -E V n

           -λ E +E h1/2- n /


 

 :Log-un-even( برای تیر با مدل تخلخل د

(27) 
     

  

m c m c

10 c m

E n =E E -E V n

λ
           -log 1 E +E 1- n h

2
2( ) /





 

 
مدل های مختلف از تخلخل درجه بندی شده در  -18شکل 

 راستای ضخامت.

ظرفیت کمانش جانبی تحت تغییرات  1۹در شکل 

چهار ، برای pدر برابر شاخص توانی بارگذاری گسترده 

است. با  بتصویر کشیده شدهمدل مختلف از تخلخل 

به ازاء جمیع مقادیر از ها مقایسه رفتار این منحنی

شاخص توانی روی محور افقی تیر سالم )نامتخلخل( و 

یکنواخت بترتیب از بیشترین  evenتیر با مدل تخلخل 

تحت اثر بار گسترده  و کمترین مقاومت کمانشی

 باشند. برخوردار می

 
  p در برابر گسترده یکنواخت کمانش بار تغییرات -19شکل 

 شکل. Iچهار مدل از تخلخل تیر  برای

 گیری تیجهن

 مبتنی بر عددی روش بکارگیری با مقاله این در
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-جانبی -محوری کمانشظرفیت  محدود، المان روش

 ناودانی و شکل I نازک جدار تابعی تیرهای خمشی

( ب ساده، دوسر( الف :گانه سه مرزی شرایطمتناظر با 

بدست  گیردار سر دو( ج و ساده یکسر -گیردار یکسر

آمد و تاثیر درجه گیرداری تکیه گاهی روی ناپایداری 

 گیری بهره بابرای این منظور . شد له آنالیزااستاتیکی مس

 باتوام  سیستم کلی پتانسیل انرژی مجازی، کار اصل از

های بارگذاری شده انجام کارهای اثر منعکس کردن
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 بحرانی هایظرفیت عنوان به مشخصه معادله هایریشه
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ابعاد هندسی  نسبت از اعم مسأله گوناگون پارامترهای که

تیر، هندسه مقطع  یدرجه گیردار ،اختلاط شاخص ،تیر

 نقشعرضی تیر و نوع بار گذاری محوری/جانبی 
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Even یکنواخت Log-un-even لگاریتمی صورت به یکنواخت غیر  

FGM مواد مدرج تابعی Un-even یکنواخت غیر  

 


