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   :چکیده

با نیمرخ  رایلیتیر برنولی و -اویلرتیر نظریه  دوبدون احتساب اثرمخزن با استفاده از   سدهای بتنی وزنی تحلیل ارتعاش آزاد این پژوهش،در

 استفاده شده روش گالرکینفرکانسی از  فضای ارتعاش آزاد تیر در حاکم بر معادلات دیفرانسیلاست. برای حل  مورد بررسی قرار گرفته متغیر

منظور انتخاب شده است. بهقیاسی  وابععنوان تثابت به نیمرخبا  متناظر شکل مود نامیرای سازه ،به منظور متناهی شدن انتگرال مانده وزنیاست. 

تعیین و  ماتریس سختی دینامیکی دترمینانشکل ضعیف بیان گردیدند که براساس آن به های جرم و سختیماتریستامین شرط پیوستگی، 

شده های تحلیلی مقایسه با روش های نهاییپاسخ، سنجی روش حاضربرای صحت. آینددست میبهمقدارهای ویژه  و معادله مشخصهکمک آن به

نتایج مقایسه . اندروش، دو نظریه مورد بررسی در تحلیل ارتعاش آزاد سدهای بتنی وزنی مورد ارزیابی قرار گرفته دقتان از ناطمی ازپس است.

و استفاده شود قابل توجهی می خطای باعث برنولی-لرینظریه اواستفاده از  ،بالاتر سدهای بتنی وزنی بسامدهایدهد که برای به وضوح نشان می

 . استوری رایلی ضر از نظریه

 کلیدی: واژگان 

 ، روش گالرکین. برنولی، نظریه رایلی-سدهای بتنی وزنی، ارتعاش آزاد،  نظریه اویلر

Transversely and Axial Free Vibration Analysis of Concrete Gravity Dam 

without Reservoir effect using Galerkin Method 

 

 

Abstract: 
In this study, transverse and axial free vibration analysis of Concrete Gravity Dams is presented.  To achieve In this study, transverse and axial free vibration analysis of Concrete Gravity Dams is presented.  To achieve 

ordinary differential equations, the ordinary differential equations, the undamped undamped governing partial differential equationgoverning partial differential equation  of vibration of a of vibration of a 

tapered cantilever beam, based on Eulertapered cantilever beam, based on Euler--BBernuli and ernuli and Rayleigh Rayleigh theories are transformed to theories are transformed to the the frequency frequency 

domain.  Galerkin method isdomain.  Galerkin method is  thenthen  used to solve the free vibration equation for an arbitrary dam geometry. used to solve the free vibration equation for an arbitrary dam geometry. 

The restrictions The restrictions that needthat need  to be placed on the admissible functions to avoid the infinitto be placed on the admissible functions to avoid the infinite terms in the integrals e terms in the integrals 

of of eequations depend on the order of implied differential operators. quations depend on the order of implied differential operators. The cThe corresponding undamped mode orresponding undamped mode 

shapes of Eulershapes of Euler--Bernoulli Bernoulli and Rayleigh beams, and Rayleigh beams, which satisfy essential boundary conditionswhich satisfy essential boundary conditions,,  are chosen as are chosen as 

the admissible functions tthe admissible functions to expand the trial response of o expand the trial response of the the equation of motion.equation of motion.  Validation of results Validation of results showsshows  



 

 

an excellentan excellent  agreement between agreement between the Galerkin method and exact solutions in this research.the Galerkin method and exact solutions in this research.  Numerical results Numerical results 

of free frequency vibration for different cases based onof free frequency vibration for different cases based on  Rayleigh and EulerRayleigh and Euler--Bernoulli Bernoulli theories stheories show how that that 

the the frequencfrequenciesies  of of the the dam dam dodo  not match due to not match due to the the thickness of damsthickness of dams,,  especiallyespecially  in higher modes. in higher modes. The The 

predictedpredicted  values of values of natural frequencies of natural frequencies of the the dam dam basedbased  on Rayleigh’s theory on Rayleigh’s theory areare  less than less than the values the values 

prpredicted by edicted by EulerEuler--Bernoulli’s theory due to Bernoulli’s theory due to the the consideration consideration of of rotary inertia effectrotary inertia effect, which, which  becomes becomes 

significant insignificant in  vvery thinery thin  damsdams. .  

Keywords:  ConcretConcrete Gravity Dams, Free Vibration,e Gravity Dams, Free Vibration,  EulerEuler--Bernoulli Theory, RayleighBernoulli Theory, Rayleigh Theory, Galerkin Theory, Galerkin 

MethodMethod.. 

مقدمه-1
-خامت متغیر میدارای ضخود ارتفاع بتنی وزنی در   سدهای

مانند تیر بهتوان آن را د که به شکل آرمانی مینباش

غیریکنواخت مثلثی با نیمرخ عرضی مستطیلی در نظر گرفت 

برای دسترسی و نیز  خوددر راس یا تاج   1شکل که  مطابق 

 باشدمی mجرمبه  فوقانی بخشدارای  hارتفاع آزاد تامین 

به دلیل  سدهااین . گردد که ازآن به عنوان جرم فوقانی یاد می

از نیز اجرا هندسه ساده و به تبع آن سادگی در محاسبات و 

طراحان و مجریان قرار داشته  بسیاری از دیرباز مورد توجه

های محاسباتی و اجرایی، از نیمه دوم است. با پیشرفت روش

در قیاس با  وزنی  سدهای بتنی احداثسده بیستم میلادی 

 یکماقتصادی  توجیهسدهای بتنی و غیربتنی  دیگر انواع

اقتصادی در رقابت  ویژه و به تدریج جایگاه خود را به داشت

با معرفی  اما گرفت.موردتوجه قرار  دست داد و کمتراز 

بتن غلتکی کوبیده در دهه هشتم سده بیستم میلادی  سدهای

 ،ای از سدهای بتنی وزنی دانستگونه  را توان آنکه می

وجود هاجرای سدهای بتنی وزنی ب تحولی شگرف در طراحی و

این نوع از سدها مجددا مورد توجه قرار گیرند.  شدو سبب  دآم

بتن معمولی یا بتن  که سدهای بتنی وزنی ازنوعاین مستقل از

-های محاسباتی و تحلیل تنشروش ،غلتکی کوبیده باشد

ک و شبیه هم شترم تا حد زیادی هاآنکرنش و ارتعاش آزاد 

ی اکه تحلیل ارتعاش آزاد سدهپژوهش حاضر لذا موضوع است.

به عنوان موضوعی کاربردی  تواندمچنان میاست هبتنی وزنی 

 مطرح باشد.

-ای میمسئله ارتعاش سدهای بتنی وزنی را همانند هرسازه

توان در گروه مسائل مقادیر ویژه و بردارهای ویژه قرار داد که 

گران و مورد توجه پژوهش نآاز دیرباز بدلیل کاربرد وسیع

 ینظریه در تحلیل سدهاترین ساده.  طراحان قرار داشته است

باشد که به صورت یک تیر طره میسازی آنها بتنی وزنی شبیه

به به ترتیب  بستر  بودن پذیر انعطاف یا در صورت صلب

سابقه بنابراین د. شویا فنر معادل تحلیل میصورت گیردار 

 گردد. سازی تیرها باز میها به قدمت شبیهتحلیل این سازه

رفتار با ای بسیار متداول سازه یکی از اجزابه عنوان ی تیرها 

های شان در زیرشاخهوسیعبسیار برد لیل کاربه د بعدییک

ران  گپژوهشهمواره مورد توجه  طراحان و   مختلف مهندسی

بر اساس هندسه خود به تیرهای  هااین سازه . بوده است

ضخیم تیرهای و نیز یا غیرمنشوری  اختنوواخت و غیریککنی

-شاخهدر غیریکنواخت تیرهای ند. شومی بندیهو نازک طبق

به  کهاند کردهای پیدا کاربرد گستردههای مختلف مهندسی 

-توربین پره ها، سدهای بتنی وزنی،پل توان ازمیعنوان نمونه 

-و ممانمساحت  دارای . این تیرها نام برد کوپترهاهلی و ها

تواند به صورت میتغییرات آن  باشند کهمتغیری میینرسی ا

از اینکه  این نوع از تیرها ضمن. باشند پیوسته یا غیرپیوسته

به دلیل  باشد،شناختی مورد توجه معماران مینظر زیبایی

نوع بارگذاری  امتناسب ب ،قاومتو م جرم غیریکنواخت توزیع 

گردیده تا ضمن اخت نوتیرهای یکها جایگزین در برخی سازه

امین تتری را در مشخص ایسازه وظایف ،اقتصادی بودن

های مطرح براساس ویژگی باشند.دار عهدهنیازهای مهندسی 

قائم سدهای بتنی وزنی نیز به صورت  تیرهای با نیمرخ  ،شده

از تاج سد که در آن د شونطراحی میواخت غیریکنیا عرضی 

ترتیب یابد تا بدینمیافزایش ضخامت به سمت کف سد 

تری در ارتفاع طور مناسبنیازهای مقاومتی و نیز سختی به

  البته ی بتنی در ارتفاعسدهاخ رنیم تغییراتسد تامین گردد. 

تحلیل ارتعاش  هایبه روشود را خهای محاسباتی گییدچپی

 نماید. تحمیل می آزاد
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به  سابقه آشنایی انسان با پدیده ارتعاش آزاد و انتشار امواج 

-آزمایشگردد. برمی وسیقیادوات ماز انسان استفاده سابقه 

روی پاندول در قرن شانزدهم میلادی  Galileo)) گالیله های

پارامترهای موثر بر  گیریتحولی در اندازهو فنر مرتعش 

-سریعه هرچتوسعه  منجر به  گذاری نمود کهرتعاشات را پایها

، (D’Alambert)دالامبر.   [1]تر این شاخه از علم گردید

 (Bernoulli) و برنولی (Euler)، اویلر   (Lagrange)لاگرانژ

پژوهشگران در ادامه کار برخی دیگر و  های اساسی اولیهگام

  .منجر گردید تیرهامتداول های نظریهبه تدوین 

ای نظیر صفحات ه تحلیل تیرها نسبت به سایر اجز سازهچاگر 

-با این ، باشدمیری برخوردار گی کمتاز پیچیدها و یا پوسته

 خرم، متغیر بودن نیافزایش ضخامت سازهبا تیرها تحلیل حال 

و نیز اضافه شدن پارامتر زمان در تحلیل دینامیکی و  عرضی 

گی بسیار از پیچیدیا  بررسی رفتار ارتعاش آزاد آنها به مراتب 

 در تحلیل استاتیکی تیرهای یکنواخت  ی در مقایسه بابیشتر

دلیل اهمیت کرنش هضخیم بهای در سازه.  باشدبرخوردار می

، و نیز اثر اینرسی دورانی گی اثر آن در روابطو پیچید برشی

مورد توجه چنان همتحلیل دینامیکی  یا وارتعاش آزاد 

ها و استاندارها نامهبسیاری از آییندر  باشد.می رانگپژوهش

ضخامت  به  طول نسبت با عمیقضخیم یا نواخت یک تیرهای

-گردد که در این صورت کرنشمعرفی می  5کمتر از حدود 

-اویلرتیر  نظریه در باشد.نمیپوشی های برشی قابل چشم

نظریه مهندسی تیر نیز معروف  به نظریه مقدماتی وه ک  برنولی

حرکات خمشی تیرهای ر مبتنی بفقط ، رفتار تیر باشدمی

انگاشته  اثر تغییر شکل برشی نادیدهکه در آن   است کشسان

 تارصفحات عمود بر  ،نظریهعلاوه بر این، در این  شود.می

خنثی تارعمود بر  چنان مسطح و تغییرشکل هم درحینخنثی 

های برشی بر با توجه به اهمیت تغییرشکلمانند. باقی می

برنولی برای این -اویلر نظریهکارگیری به ،رفتار تیرهای عمیق

این موضوع در تحلیل  .]1[اه استرتیرها با خطای زیادی هم

بالاتر منجر به برآورد دستافزایش ضخامت  با ارتعاش آزاد

 مشکل،این . به منظور رفع  ]2[ گرددمیبسامدهای طبیعی 

برای درنظر گرفتن اثر اینرسی  (Rayleigh) نظریه رایلی

به منظور  (Timoshenko) تیموشنکو نظریه نیز دورانی و

 ه است.  شدوام اینرسی دورانی و کرنش برشی ارائه احتساب ت

ها کارهای بسیار متنوعی در خصوص تعیین  ارتعاش آزاد سازه

 در حالت کلی و تیرها در حالت خاص صورت پذیرفته است.

 تعیین روش کلی براییک میلادی  1877در سال   [2] رایلی

 ارائه داد که بعدها توسطفرکانس طبیعی یک سازه دلخواه 

ای از توابع فرضی قابل قبول با فرض مجموعه [3]  (Ritz) ریتز

. این شدتکمیل د نباشمیکه هر یک داری ضریب مستقلی 

-روش یکی از است، مشهور شده ریتز -رایلیروش که به روش 

ها تقریبی ارتعاش سازهمتداول در تعیین پاسخ های وردشی 

مانده وزنی های جز روشکه  گالرکینروش . آیدبه حساب می

باشد که برخلاف روش ای تقریبی میهدر زمره روش ،باشدمی

مورد سیستم های ناپاستار نیز  در بررسیریتز -رایلی و رایلی

 . گیرداستفاده قرار می

در تحلیل دینامیکی و یا ارتعاش  عمده کارهای صورت گرفته

که در  نازک اختصاص داده شده استتیرهای به  آزاد تیرها 

بارگذاری گاهی و نیز ، شرایط تکیههندسهبا  تیرهاها آن

علاوه بر موضوعات  .گرفته استمورد بررسی قرار متفاوت 

نوین ها به سمت مصالح های اخیر پژوهشاشاره شده، در سال

 مانندبههای متفاوت نظیر ناهمسانگردی و ناهمگنی، با ویژگی

البته سوق پیدا نموده که در سدهای بتنی  ،مصالح مدرج تابعی

 . نداردموضوعیت چندانی  هنوز

  ، برنولی-تیرهای مبتنی برنظریه اویلرتحلیل ارتعاش آزاد  در

رسیدن به  های برشی منجر بهاز کرنش نمودن نظرصرف

تر  به ارتعاش آزاد در تیرهای ضخیمبسامدهای  مقادیر بزرگتر

گردد که اعتبار این نظریه را تحت می بالاتر مودهای یژه در و

های پیشین آشکارا نشان پژوهشمرور  دهد.تاثیر قرار می

تیرهای کمتر به بررسی مساله ارتعاش  پژوهشگراندهد که می

توان ضوع را میدلیل عمده این مو .اندپرداختهنواخت کغیری

گی تحلیل تیرهای غیریکنواخت ناشی از وجود پیچید به

ممان اینرسی در  مساحت وضرایب متغیر حاصل از تغییرات 

معادله دیفرانسیل حاکم نسبت داد. به دلیل وجود این ضرایب 

ممکن متغیر، تعیین جواب تحلیلی به جز در موارد خاص 

ه حاکم معادل (Rogers)  [4]و راجرز  (Mabie) یبیم. نیست

 را غیریکنواخت نیمرخبرنولی با -اویلرطره ارتعاش آزاد تیر  بر

دادند. در کار ایشان تغییرات نیمرخ تیر در ارتفاع و  هتوسع

و اثر پارامترهای صورت خطی در نظر گرفته شده بود  پلان به

ت. در پژوهشی رخ مورد بررسی قرار گرفرات نیممختلف تغیی
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ای در دو حالت عرض ثابت و ارتعاش تیر طره [5] گرید

تغییرات خطی ضخامت و نیز ضخامت ثابت با تغییرات خطی 

 & (Carnegie  کارنگی و توماس .گردیدعرض مطالعه 

(Thomas  [6] طبیعی و شکل مود ارتعاشی پره بسامدهای-

بررسی کردند را از پیش تحت پیچش قرار گرفته ای های طره

  گل . اهمیت دارندها و کمپرسورها توربین طراحی که در

(Goel)  را ضخامت متغیر خطی  ارتعاش جانبی تیرهای با

مقید فنرهای پیچشی الاستیک ها با آندو لبه  بررسی کرد که

های هگاارتعاش تیرها با تکیه (Hibbeler) . هیبلر[7] شده بود

در پژوهشی .  [8]ترکیبی گیردار و مفصلی را بررسی نمود

 بسامدپنج برنولی -بر اساس نظریه اویلر  (Lau) [9] لودیگر 

طبیعی اول تیره طره غیریکنواخت را با وجود یک جرم در 

سازی در کار حاضر چنین روش شبیه انتهای آزاد بررسی نمود.

مورد ، 1سدهای بتنی وزنی، شکل  فوقانی  جرم  اثر براینیز 

ارتعاش  [10] و همکاران  Ece)) ایستوجه قرار گرفته است. 

را  تغییرات نماییبا با نیمرخ عرضی متغیر  ردگهمسانتیر آزاد 

ا به یک معادله حاکم رمعادله  مورد بررسی قرار دادند. ایشان

و  دادند معمولی بر حسب متغیرهای مکانی تقلیلدیفرانسیل 

    ند.گاهی مختلف ارائه دادبرای شرایط تکیهها را پاسخ

  و ارتعاش آزاد [11]  (.Shahba et al)هبا و همکارانش

تقریبی مورد بررسی  به روشرا پایداری تیرهای مدرج تابعی 

 [12] (Banerjee & Williams) بانرجی و ویلیامزقرار دادند. 

-برای تیر تقریبی مبتنی بر روش تبدیل دیفرانسیلیروشی 

که دامنه درج تابعی محوری های غیریکنواخت مستون

در محدوده متداول بود ارائه  هاآن تغییرات نیمرخ عرضی

های معادله حرکت تیرها و میله Arbate [13]))  آربت. کردند

به معادلات نظیر تیرهای تحت شرایط خاصی غیریکنواخت را 

است برای برخی تیرها قابل استفاده نواخت تبدیل نمود که یک

 معادله [14]ایس و آیدودی  نماید. تسهیل میرا ها حل آنو 

رد با تغییرات نمایی گسانهمتیرهای  ایدیفرانسیل پاره

معمولی تبدیل نمودند تا  لرا به معادله دیفرانسی مساحت

 (.Mou et al) موی و همکارانامکان حل آن فراهم گردد. 

دینامیکی تیرهای  تحلیلی برای ماتریس سختیروشی  [15]

 غیریکنواخت دلخواه ارائه نمودند. نیمرخبا 

های عمده به روش طورارتعاش آزاد سدهای بتنی بهتحلیل 

های های مبتنی بر پاسخو روش انجام گرفته استعددی 

 باشد.، براساس اطلاعات مولف، بسیار کم میتحلیلی

پیچیدگی بطور نسبی هندسی سدها و نیز وجود مخزن و نیز 

-توان دلایل عمده در عدم امکان استفاده از روشبستر را می

 (Fenvese & Chopra) چوپرافنوس و   تحلیلی برشمرد.های 

 آزاد در کار خود به طور مبسوط روش تعیین بسامد ارتعاش

 یدر روش اجزا کارگیریبهرا جهت  وزنی سدهای بتنی

 .[16]محدود در تحلیل اندرکنش سد و مخزن ارائه نمودند 

/ تقریبی ایشان بر این اساس رابطه
E

H
 1 0 را برای  0165

ای ارتعاش آزاد سدهای بتنی اصطلاحا برآورد بسامد زاویه

مدول الاستیسیته  Eنمودند که در آن  استاندارد را پیشنهاد

با اصلاحاتی باشد. ایشان سپس ارتفاع سد می Hبتن سد و 

میگوئل و  نمودند.اثر مخزن و بستر را بصورت تقریبی وارد 

نیز براساس روابط  [17] (Miquel & Bouaanani)بوانانی

تقریبی فنوس و چوپرا و نیز درنظر گرفتن بخشی از آب مخزن 

از رابطه تقریبی در تعیین ارتعاش آزاد سد و مخزن بدون اثر 

بستر استفاده نمودند. استفاده از روش جرم افزوده نیز یکی از 

درنظرگرفتن اثر مخزن در تحلیل ارتعاش های تقریبی روش

باشد که برخی از مراجع از جمله میگوئل آزاد سد و مخزن می

و بوانانی بر اساس آن با برآورد تقریبی از بسامد ارتعاش آزاد 

سد مخزن سعی در تخلیل دینامیکی مجموعه سد مخزن بستر 

عطارنژاد و و نیز تعیین فشارهای هیدرودینامیکی نمودند. 

اد نیز روشی تحلیلی برای تعیین بسامد سدهای بتنی فرس

 یای در حل معادله حاکم برتیرهاوزنی با نیمرخ متغیر پله

-.   عطارنژاد و قربانی[18] برنولی ارائه نمودند-ویلرا

پاسخ  [19]  (Attarnejad & Ghorbani-Tanha)تنها

حاکم بر تیرها با  ممعادلات دیفرانسیل معمولی مرتبه چهار

  د.دنتوسعه دابرحسب توابع بسل  را خ متغیررنیم

های موثر و کارا در حل معادلات یکی از روشروش گالرکین 

های مختلف مهندسی کاربرد در حوزه که باشددیفرانسیل می

پاسخ معادله  ،وسیعی پیدا نموده است. در این روش

با  .شوددرنظر گرفته می قیاسیدیفرانسیل به صورت تابعی 

مانده ، تابع فرضی در معادله دیفرانسیل حاکمگذاری جای

 هگیری در محدودو انتگرال قیاسی توابعحاصل با ضرب وزنی 

گردد. برای مسائل مربوط به تیرها، کمینه میسد  طول

مود ارتعاشی ، قیاسی یکی از بهترین توابعها صفحات و پوسته
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 مولفطور موفقیت آمیزی توسط این روش به. باشدمیسازه 

ارتعاش آزاد تیررایلی با در تحلیل  و همکاران پژوهش حاضر

و تحلیل ارتعاش آزاد  [20]میرایی ویسکوالاستیک غیرمحلی 

غیرمحلی میرایی ویسکوالاستیک تیرهای غیریکنواخت با 

 کار گرفته شده است.  به [21]مصالح مدرج تابعی 

تحلیل ارتعاش آزاد جانبی و محوری سدهای  پژوهشدر این 

با . شودبه روش گالرکین ارائه میبدون اثر مخزن  بتنی وزنی

به عنوان  یکنواخت مود ارتعاش آزاد تیر طره شکل استفاده از

ارتعاش آزاد سدهای بتنی وزنی با نیمرخ تابع فرضی، بسامد 

-های اویلرظریهبر نبا تکیه  و با تغییرات خطی در ارتفاع متغیر

ابتدا  ،گردد. به منظور صحت سنجیمیبرنولی و رایلی تعیین 

در هر بخش روشی تحلیلی برای پاسخ ارتعاش جانبی و 

محوری سدهای بتنی وزنی با تغییرات خطی ضخامت ارائه 

در این روش گالرکین نتایج حاصل از مقایسه  است. گردیده

حاکی از دقت بسیار خوب روش  تحلیلی پاسخبا پژوهش 

سد به دو صورت  فوقانی  جرماثر در ادامه  باشد.گالرکین می

در راس سد مثلثی شکل و نیز تغییر در  نیرو و جرم متمرکز

فوقانی  جرم با ضخامت ثابتسد   نیمرخ ضابطه تغییرات خطی

سازی با احتساب اثر مخزن و رابطه گیرد.مورد بررسی قرار می

نتایج اثر آن در پژوهشی مجزا توسط نویسنده ارائه بررسی 

 خواهد شد.

 
 

سرگیردار و ت( تیریک، بصورت متمرکز فوقانی بخشجرم با ، پ(فوقانی  جرمنیروی وزن معادل  با ب(  ،فوقانی جرمبتنی وزنی،  الف( با  قائم سد نیمرخ: 1شکل  

 .محورهای مختصات همراه هبسر آزاد یک

 ارتعاش جانبی بر  معادلات حاکم -2

 هاینظریه برمبتنی  یهاتیر ارتعاش جانبی معادله حاکم بر

( 2( و )1) هایابطهمانند رهتیب به تر رایلی و  برنولی-اویلر

 . [1] دشوبیان می

( ) ( )EIu Cu Pu Au q        (1)  

( ) ( ) ( )EIu Cu Iu Pu Au q            (2)  

-پریم و نقطه برروی پارامترها به هایعلامت، در روابط بالا

مطابق شکل  y  ;های مکانی و زمانیترتیب  معرف مشتق

)  ;متغیر زمان  t ;رمختصه طولی تی 1 , )u y t جابجایی 

) ;در هر نقطه از تیرجانبی  )y و ( )E y  جرم به ترتیب

) ;رمصالح تی کشسانیواحد حجم و ضریب  )I y  و( )A y به

) ;تیرو مساحت  حول محورخنثیممان اینرسی  ترتیب )C y 

) ;حیا استهلاک مصال میرایی ضریب )P yدر  نیروی محوری

)و  افقی تیرنیمرخ  , )q y t  را نشان   جانبی رجیاشدت بار خنیز

در نظر گرفته برای تحلیل ارتعاش آزاد صفر  که  دهدمی

جرم  ،پژوهشتیر در این  مصالح همگن بودنا فرض شود. بمی

و به دلیل است و برشی مصالح ثابت  کشسانیحجمی، ضرایب 

از اثر آن بربسامد ارتعاش آزاد تیر  ،تاثیر کم اثر استهلاک

  د. شونظر میصرف

)فرض هارمونیک بودن ارتعاش به صورت  با  , ) ( ) i tu y t u y e  

y، i جابجایی تیر برحسب uکه در آن 1 و   بسامد

( 1گذاری آن در روابط )جای و باشدای ارتعاش آزاد میزاویه
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به  بسامد دامنهدر  عادلات حاکم بر ارتعاش آزاد تیرها( م2و )

رایلی به مانند روابط  و برنولی-اویلر هاینظریهبرای ترتیب 

 واهد شد.( خ4و ) (3)

(3) ( ) ( )E Iu Pu A u      2 0 
(4) ( ) ( ) ( )  E Iu Iu Pu A u          

2 2 0 
از نوع همگن از مرتبه چهار و معادله دیفرانسیل فوق دو هر 

متغیر  مساحتکه ممان اینرسی و برای حالتی .باشدمی خطی

معادله . نتیجه خواهد شدمتغیر با ضرایب  بالا باشد معادلات

حل به فرم بسته   موارد ر در غالبدیفرانسیل با ضرایب متغی

در حل  یهای تقریبدر حالت کلی استفاده از روش و ندارند

عادلات یا اقناع  شرایط مرزی گی مدلیل پیچیدبه از آنها برخی

برای تعیین  های متعددیروش. شودناپذیر میاجتناب

 ارائه شدهها ها و نیز شکل مود آنبسامدهای ارتعاشی سازه

باشد. می ریتز-رایلی ها روشترین آنکه یکی از مطرح است

 و استهای پایستار صادق برای سیستمتنها  ریتز-رایلی روش

های باشد. روشمیشکل مودی سازه مبتنی بر فرض تابع 

در  جاییبسری برای تابع جاکه مبتنی بر بسط وزنی باقیمانده 

باشد از این می حالت کلی و شکل مود در تحلیل ارتعاشی

باشد که ریتز برخوردار می-برتری متمایز نسبت به روش رایلی

های . روشاستهای ناپایستار نیز قابل استفاده برای سیستم

شامل ها اهم آنبوده که  همبه شبیهبسیار وزنی  باقیمانده

. باشدکمترین مربعات میروش ترتیبی و  روش گالرکین،روش 

توسعه  پژوهشگران دیگریکه بعدها توسط روش گالرگین 

 های موثر و کارا برای حل معادلاتروشجمله از  ،یافت

 باشد.می ارتعاش آزاد و حتی ارتعاش اجباری  لدیفرانسی

 روش گالرکین-1-2

معادله دیفرانسیل به مانند رابطه یک  در روش گالرکین جواب

 .شودفرض می (5)

(5) 
( )j j

N
u c y

j

 
1

 

)ضرایب ثابت و  jcکه در آن  )j y  را نشان توابع قیاسی

شرایط مرزی که  شوندانتخاب میطوری  دهند. این توابعمی

در معادله دیفرانسیل حاکم صدق لزوما ولی  کنند را اقناع

پاسخ  یا مانده اختلافکین چنانچه ردر روش گال نخواهد کرد.

 Rبا( 5) رابطه تابع قیاسیاز معادله دیفرانسیل حاکم دقیق 

رابطه مطابق روش گالرکین  در این صورت، نشان داده شود

 باید برقرار باشد. (6)

(6) 
( )k

h
R y  0

0
 

ارتفاع در این تحقیق و  طول تیر hتیرها له ارتعاشمسا که در

استفاده از  ،در حل مسائل ارتعاش آزاد .دهدرا نشان میسد 

-منجر به مسئله مقادیر ویژه و بردارهای ویژه می رابطه اخیر

 ویژه هایردامق بسامدهای ارتعاش آزاد یا j گردد که در آن

 باشد.میبردارهای ویژه  یا سازه مودهای ارتعاشی jc و

 برنولی -ر اویلرتی -2-2

برنولی با استفاده از تابع -اویلر ر نظریهمبتنی ب برای معادله تیر

 گذاری آن در معادله دیفرانسیل ای( و ج5و رابطه )قیاسی 

 (7)تابع باقیمانده  از رابطه  اثرنیروی محوری، بدون و  (3)

 .شودتعیین می

(7) 
[ ]

N N

j j j j
j j

R A c E c I   
 

    
2

1 1
 

 (6)گیری از رابطه اخیر با بهره مانده وزنیبرای صفر شدن 

    .نتیجه خواهد شد( 8) رابطه

(8) 
( [ ] )

hhn

j j k j k
j

c A dy E I     


    
2

001
0 

سختیماتریس ضرایب بنابراین  
jkk و جرم

jkm  به شکل

 آ ید.به دست می (9) ابطهر

(9) 
( ) ,

h h

j jjk k jk kk E I dy m A dy       
0 0

 

قابل  (10)رابطه به شکل  (8)رابطه ( 9با توجه به رابطه )

 .باشدمیبازنویسی 

(10) 
, , ,..,

N N

jk j jk k
j j

m c k c k N
 

   
2

1 1
0 12 

به معادله حاکم بر ارتعاش تیر  شکل ماتریسیترتیب به این

 .باشدمی (11ابطه )صورت ر

(11) [ ] [ ]m c k c  2 0 
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برای و  استویژه  دارشکل استاندارد مسئله مق (11)معادله 

]دترمینان عبارت  باید جواب غیربدیهی ] [ ]m k  2 برابر  0

ابتدا  با استفاده از معادله مشخصه حاصل، قرار گیرد.صفر 

 ،شوندمیتعیین ، ،طبیعی بسامدهاییا ویژه  دارهایمق

ویژه یا شکل مود  دارهایمق (11)کمک رابطه  اسپس ب

به بردارهای ویژه . دآیبه دست می، c، بردارارتعاشی سد

از گردد که ریاضی تعیین می نسبی ساده طوربههای روش

   بیان جزییات آن در این مقاله خودداری می گردد.

 مناسبی قیاسیلازم است توابع  هویژ دارهایبرای تعیین مق

عاش منظور از شکل مود ارت. بدینانتخاب شوند (5) رابطهبرای 

که شرایط مرزی  شوداستفاده می ی یکنواختآزاد تیرها

با حل  واختیکنطره  . مود ارتعاش تیرکنندمیمسئله را اقناع 

و اعمال  ( بدون احتساب نیروی محوری3معادله دیفرانسیل )

)شرایط مرزی  ) ( )u u 0 0 ( را نتیجه 12)رابطه  ، 1، شکل 0

  .[1]دهدمی

(12) ( ) cos( ) cosh( )

(sin( sinh( ))

j j j

j j

y y y

A y y

  

 

  


 

 گردد. تعیین می( 13)ز رابطه ا Aکه در آن 

(13) (cos( ) cosh( )) /

(sin( ) sinh( ))

j j

j j

A h h

h h

 

 

 


 

دو شرط مرزی  از توانمی نیز jبرای تعیین 

( ) ( )u h u h   قراردادن صفر ز برابر اکرد. استفاده  0

معادله  ،دستگاه معادلات حاصله ماتریس ضرایب دترمینان

  .شودمی( حاصل 14) بسامدی

(14) cos( ). cosh( )j jh h   1 0  

 

کمک آن به و گردد می تعیین  jhردامق( 14با حل معادله )

. براین گرددتعیین می( 12در رابطه )شکل مود ارتعاشی 

در و گردیده  تعیین  نوسانمود اول ده یا  ده ریشه اولاساس 

 ه است.شدارائه ( 1جدول )

ای در نظر گرفته شوند در حالت کلی، توابع وزنی باید به گونه

علاوه ها نامتناهی نشود. مانده وزنی به واسطه آنکه انتگرال 

هایی که در انتخاب نوع تابع وجود دارد، محدودیتبراین 

وابسته به مرتبه مشتق معادلات حاکم است. اگر معادلات 

ام باشد، تابع وزنی mحاکم و یا شرایط مرزی، از مشتق مرتبه 

آن در بازه  m1شود که مشتق مرتبه باید طوری انتخاب می

با  طورمعمولبهمنظور اینبه. پیوسته بماند گیریانتگرال

مشتق را کاهش  عملگرتبه مرتوان ، میگیری جز به جزانتگرال

تری برای تابع وزنی نیاز ینمرتبه پای. در نتیجه، پیوستگی داد

گویند که خواهد بود. به چنین حالتی شکل ضعیف معادله می

 (15)رابطه توان آن را درک کرد. بهتر می نیز از نظر فیزیکی

برای دو تابع   به جز در حالت یک بعدی را گیری جزانتگرال

  .دهدنشان می و خواهدل

(15) 
[ ]

h h
hd d       0

0 0
 

شکل ضعیف  ، (9)با توجه به انتگرال رابطه سختی در رابطه 

بازنویسی  (16)صورت رابطه به (15آن به کمک رابطه )

 شود.می

(16) 
( )

( ( ) ( )) ( ) ( ( ) ( )) ( )

h

jjk k

j k j k

k E I dy

E I h h h E I

 

   

    

     

0

0 0 0
 

در  مقادیر تابعبررسی،  تیر مورد   با توجه به شرایط مرزی

) مرزها به صورت ) ( ) ( ) ( )h h        0 0 استفاده باشد. می 0

و اعمال  (16رابطه )جز به جز برای  گیریمجدد انتگرال

به صورت ماتریس سختی  هایدرایه ،مربوط مرزی شرایط

 .شودبیان می ( 17)رابطه 

(17) h

jk j kk E I dy    1
0

 

 و بدنه سد  فوقانی جرموزن ثر ا -2-3

که در  ،وزن سازه نیروی محوری یا اثر( 3)در رابطه  چنانچه

سدهای بتنی قابل توجه بوده و عامل پایداری سد محسوب 

)صورت اثر جمله نیز درنظر گرفته شود دراین ،شودمی )Pu   

نیروی فشاری با علامت منفی در روابط تعریف در آن که 

در تحلیل سدهای . نیز باید در نظر گرفته شود ه استدیگرد

به دو شکل اثر ، 1، مطابق شکل ن رازاثر وبتنی وزنی متعارف 

oPبه صورت نیروی متمرکز  فوقانی  جرموزن  mg   در راس

مثلثی که به صورت وزن بخشنیز  ومثلثی  بخش یا تاجمثلث 
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P جرم mکه در آن توان در نظر گرفت می گرددمی تعریف 1

 با توجه به فشاری بودن در این صورت .باشدمی فوقانی  جرم

و وزن بدنه سد به فوقانی  جرممجموع اثر وزن  ،این نیروها

) صورت ) ( )oP y P P y  صورت رابطه در این قابل بیان و  1

-ر می( د18)رابطه ( با احتساب نیروی محوری به مانند 10)

 آید.

(18) [ ] [ ]
o

m c k k cP   2 0  

که در آن
oPk نیروی محوری متناظر با ماتریس( )P y است 

 .شودمی نبیا (19)مطابق رابطه آن و شکل ضعیف 

(19) 
( ) ( ) ( ) ( )

o

h

P j k j kk P y dy P h h h      
0

 

 

 به صورت جرم متمرکز فوقانی  جرماثر  - 4-2

به صورت  (1مطابق شکل )در تاج سد فوقانی  جرمه اثر چچنان

اینرسی ثر ا ازنظر ر نظر گرفته شود، با صرفد mجرم متمرکز 

لبه در  یبرشنیروی مرزی  ، شرطبا توجه به ابعاد بدنه سد

y h  متفاوت با( )h 0  .رای تیر بشرط مرزی این خواهد بود

 .شودبیان می (20)رابطه ثابت به صورت  خرنیمبا 

(20) 
( , ) ( , )

( ) ( )

h t h tEIu mu

EIu h m u h

 

  





2 

)شرط مرزی در راس سد به صورت دیگر  )h 0 شود،ارائه می 

 .برقرار است (21)در این حالت معادله بسامدی رابطه 

(21) / (cos( ) cosh( ))

( )( ( ) ( ))

j j

m j j j

h h

R h tg h tgh h

 

  

 

 

1 1

0
 

mR/که در آن  m M بوده و  ( ) /M m m h  2
1 2 جرم بخش  2

 هایباشد. ریشهمی فوقانیجرم مثلثی سد بدون احتساب 

به نسبت  ( 21معادله بسامدی )
mR با توجه  ارد ود  بستگی

سه مقدار مختلف  ،این نسبت در سدهای بتنی به کوچک بودن

/ , / , /0 03 0 02 0 لازم به  .گیردمیمد نظر قرار در این پژوهش  01

( حالت خاصی از معادله 14ذکر است که معادله بسامدی )

mR با( 21) 0 برای محاسبات موردنیاز در این  باشد.می

در تعیین و ( 21های بسامدی )معادله ده ریشه اول، پژوهش

 ارائه گردیده است.  (1جدول )

ورت یک ص به فوقانی جرمکه در حالتی لازم به ذکر است 

ارائه شده  پیشترکلیه روابط ، شودجرم متمرکز درنظر گرفته 

  .است برقرارمربوط به روش گالرکین 

جرم به مرکز  mم متمرکزجرتر است مناسب از دیدگاه نظری

 انتقال اثر از شود تا منتقلفوقانی  جرم یا همان مرکز سطح

مرزی لنگر  کلاتی در اقناع شرطلنگر ناشی از آن که باعث مش

yدر h  تاثیر خواهد شددر ادامه نشان داده اجتناب شود. اما
m  از لنگر ناشی توان میو لذا  استبر بسامد سد بسیار ناچیز

  کرد.نظر از آن صرف

 

 تغییر مشخصات هندسی بافوقانی  جرم اثر-2-5 

 بر درنظرگرفتن آن به  ، علاوهفوقانی جرمبرای احتساب اثر 

 اثر آن را به صورت  توان می ، صورت جرم و یا نیروی متمرکز

-بدین منظور بازه انتگرالدرنظر گرفت.  تغییر در هندسه سد

-( به تعداد تغییر ضابطه مساحت و ممان6گیری در رابطه )

یابد که  به عنوان مثال برای اینرسی در ارتفاع سد تغییر می

hبه دوبازه  از صفر تا  1شکل  h    با تغییرات خطی

hو از  مساحت و ممان اینرسی h  تا h با مساحت و

 استفاده نمود. فوقانی جرماینرسی ثابت در بخش ممان

 
  .mRمتفاوت دارهایازای مق جانبی به سر آزاد در ارتعاش سرگیردار و یک های معادله بسامدی تیر یک:  ریشه1جدول

mR h1 h2 h3 h4 h5 h6 h7 h8 h9 h10 

00/0 8751/1 6941/4 8547/7 9956/10 1372/14 2788/17 4204/20 5620/23 7035/26 8451/29 

01/0 8568/1 6497/4 7827/7 8976/10 0149/14 1335/17 2535/20 3740/23 4971/26 6205/29 

02/0 8393/1 6100/4 7218/7 8195/10 9227/13 0300/17 1407/20 2546/23 3711/26 4900/29 

03/0 8226/1 5743/4 6698/7 7563/10 8516/13 9536/16 0610/20 1728/23 2883/26 4068/29 
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 یر رایلیت -2-6 

رابطه  ضعیفشکل  ،برنولی-تیر اویلر بهبا روندی مشابه 

به صورت  نیروی محوریبا احتساب  برای تیر رایلی گالرکین

  .آیدبه دست می( 22)رابطه 

(22) [ ] [ ]P
o

m m m c k k c     2
1 0 

نیز جمله حاصل از تبدیل   m1و جرم دورانی m  که در آن

جز در بهانتگرالگیری جزوابط به فرم ضعیف و مربوط به ر

همانند رابطه باشد که اعمال شرایط مرزی در لبه های تیر می

 .دنباش( می23)

(23) 
,

( ) ( ) ( )

h

jjk k

jk j k

m I dy

m I h h h

   

  

  



0

1

 

تابع در تحلیل ارتعاش آزاد بر اساس نظریه رایلی، ازهمان 

در  هابرای تعیین ماتریس توانمی برنولی -اویلر قیاسی نظریه

( بهره گرفت. همچنین در این حالت برای 23( و )22روابط )

 ینیروصورت جرم متمرکز،  به فوقانی جرماثر در نظر گرفتن 

با مساحت و  فوقانی جرمتعریف هندسه و یا  معادل وزن 

-برای  تیر اویلربیان شده  به مانند روشاینرسی متفاوت ممان

  . نمودعمل توان میبرنولی 

 ارتعاش محوری برمعادلات حاکم  -3
تیر  جانبیسطح  ،ارتعاش محوری تیرها نظریهترین سادهدر 

-در حین ارتعاش محوری ثابت باقی مانده و به جز تغییرشکل

 .توان انکار نمودتغییرشکل را میهای های محوری سایر مولفه

توان نظیر را می ای در ارتعاش محوری ساده نظریه چنین

تحت  پژوهش در این  که برنولی در خمش دانست-اویلرنظریه 

. آن یاد خواهد شداز  "برنولی-نظیر اویلر"نظریه  عنوان

اثر اینرسی ناشی از حرکت  در ارتعاش محوری  درنظریه رایلی

-که سختی برشی همگردد در حالیجانبی مقاطع لحاظ می

 شود. چنان درنظر گرفته نمی

نظریه فوق دو دیفرانسیل  تمعادلا ،ه بیان شدچبراساس آن

( 24)توان همانند روابط ر تحلیل ارتعاش آزاد محوری را مید

 .[1] کرد نبیا (25و )

(24) ( )EAv Av  0  

(25) ( ) ( )EAv Jv Av      
2 0 

)ها که در آن , )v v y t جابجایی محوری، 1مطابق شکل

. با فرض است نیمرخ افقیممان قطبی  Jو ضریب پواسون

در ارتعاش محوری به صورت    با بسامد هارمونیک حرکت

( , ) ( ) i tv y t v y e ( 52( و )42گذاری آن در روابط )و جای

زمان به دامنه بسامدی  دامنهتوان معادلات فوق را از می

ارائه ( 27( و )26)روابط  دربرای مصالح همگن که  کردمنتقل 

 .استشده 

(26) ( )E Av Av  2 0  
(27) ( ) ( )E Av Jv Av       2 2 2 0  

 برنولی -تیر نظیر اویلر -1-3  

و  (5)رابطه در  ajبا استفاده از تابع قیاسی در این حالت 

از  وزنی باقیمانده( 26معادله دیفرانسیل )گذاری آن در جای

 .شودتعیین می( 28)رابطه 

(28) 
[ ]

N N

aj aj aj aj
j j

R A c E c A   
 

   
2

1 1
 

 ضرایب ثابت   در ارتعاش جانبی، jcبه مانند   ،ajcکه در آن

در  (28)رابطه  قرار دادنبا  .باشندبرای ارتعاش محوری می

 نتیجه  (29)رابطه  در توابع وزنی، آن ( و ضرب6معادله )

 .شودمی

(29) 
( [ ] )

hhN

aj aj ak aj ak
j

c A dy E A dy     


   
2

1 00
0 

ضرایب سختی چهچنان
aijk  جرمو

aijm به   فرم ضعیف به

( را 29صورت رابطه )مرتب گردند ، در این( 30)روابط مانند 

 ( بیان نمود.  31توان به شکل رابطه )می

(30) 
,

h h

aj ajaij ak aij akk E A dy m A dy       
0 0

 

(31) N N

ajk j ajk j
j j

m c k c
 

  
2

1 1
0 

 .دشوبازنویسی می (32)طه همانند راببه شکل ماتریسی که 

(32) [ ]a am k c  2 0  
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برای جواب غیر بدیهی لازم است دترمینان ضرایب دستگاه 

ویژه تعیین  دارهایمق تا یردگقرار برابر صفر  (32)معادلات 

 گردند.

-سرگیردار و یکیک یکنواخت همگنمود ارتعاش محوری تیر

و اعمال شرایط مرزی ( 26)معادله دیفرانسیل حل  باسر آزاد 

) صورتبه  ) ( )aj aj h  0  ( خواهد بود. 33مطابق رابطه ) 0

(33) ( ) sin( )aj

j
y y

h
 




2 1
2

 

 .شروع خواهد شد یکعدد صحیح و از jکه در آن 

 یلیرا هینظر- 2-3

و استفاده از معادله  برنولی-با روندی مشابه تیر نظیر اویلر

در ارتعاش معادله مشخصه تیر رایلی  (،27دیفرانسیل )

 خواهد بود. (34رابطه )صورت محوری به 

(34) [ ( ) ]a a am m k c   2 0 
amضعیف   شکلدر آن   که    ( 53از رابطه )تعیین می-

 .رددگ

(35) h

a jk aj akm J dy     
2

0
 

 فوقانی جرماثر  -3-3

درنظر در تحلیل ارتعاش آزاد محوری سدهای بتنی وزنی، 

منجر به ی متمرکز ورصورت نی به فوقانی جرماثر گرفتن 

خارج از موضوع تحقیق  گردد کهحلیل ارتعاش اجباری میت

 به این بخش فقط درفوقانی  جرماثر  بنابراین. باشدحاضر می

 اعمال شرایط مرزی در تاج سد، و mصورت جرم متمرکز

در این حالت  شرایط مرزی  .شودمیدر نظر گرفته ، 1شکل 

yدر لبه  h  ارائهبرای ارتعاش جانبی  ترمتفاوت با آنچه پیش 

در اثر ارتعاش محوری سد، وجود جرم خواهد بود.  شد،

)ی ر تاج سد منجر به ایجاد نیرود mمتمرکز  , )h tmv می-

تیر با مقطع ثابت به  شرایط مرزی برایردد. به این ترتیب گ

  .دشوبیان می (36)صورت رابطه 

(36) ( , ) ( , )

( )

h t h tEv mv

v

  





 0 0

 

 و ( 33انتخابی به مانند رابطه )با توجه به شکل مود ارتعاشی 

نواخت با مقطع یک معادله بسامدی تیر  ،(63اول  )رابطه 

 .دشومینتیجه ( 37رابطه )مطابق 

(37) ( ) sin( ) cos( )j m j jh R h h   

سه در حالت ارتعاش محوری نیز  ، رتعاش جانبیامانند به 

/معادل  mRمقدار مختلف  , / , /0 03 0 02 0 مورد توجه قرار  01

تعیین و  (37های معادله بسامدی )گرفته و براساس آن ریشه

  ارائه گردیده است. 2در جدول 

کلیه روابط   ،لبه آزاد تیر قرار دارد در mی که جرم حالتدر 

 نیزارتعاش محوری  برایگالرکین پیشین مربوط به روش 

-نظر میال جرم صرفقاز اثر لنگر ناشی از انتاست و صادق 

 گردد.

 جرماثر  ، در ارتعاش محوری نیز ارتعاش جانبی به مانند

ت با اینرسی متفاوتوان با تعریف مساحت و ممانرا می فوقانی

در ها گیریانتگرال های متفاوتبازه دربخش مثلثی سد 

  نظرگرفت.

 گیریو نتیجه بحث  -4

ای سد بتنی مثلثی شکل بر به منظور تعیین بسامد زاویه

با  برنولی و رایلی-های اویلراساس روش گالرکین و نظریه

 دهای مبسا Matlab)) محیط متلببرنامه کامپیوتری در کمک 

-به منظور صحتارتعاش جانبی و محوری تعیین گردیدند. 

پژوهش برای ارتعاش جانبی و ، نتایج حاصل از این سنجی

محوری ابتدا برای تیر یکنواخت و سپس برای سدهای بتنی 

تحلیلی مقایسه گردیدند که روش ازبه ترتیب با نتایج حاصل 

  به آن پرداخته خواهد شد.  ادامهدر 

 نتایج عددی -4-1

 ارتعاش جانبی-4-1-1

محاسبه در ، N،تعیین تعداد مودهای مورد نیاز به منظور

 ،ابتدا برای حالت خاص های مختلف،ویژه در حالت هایردامق

مراجع  تحلیل دقیق در  نتایج محاسبه و با نتایج ،یکنواخت تیر

 دست آمده برایبه گردید. نتایج مقایسه  [1]مختلف از جمله

دهد که هر تعداد نشان میتحقیق حاضر  ایبسامدهای زاویه

 تا سه رقم اعشار  بادقت بسیار خوبی، حداقل   Nمود انتخابی
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تطابق کامل  دقیق با نتایج تحلیلبسته به حالت مورد مقایسه، 

  د.دارن

که ممان اینرسی و سطح از آنجایی ،متغیر هاینیمرخبرای 

هرچه تعداد مودهای انتخابی  ،نمایدمقطع در ارتفاع تغییر می

تر خواهد بود. به منظور دسترسی به یج دقیقاتر باشد نتبیش

  ،Nشاخص مناسب در خصوص انتخاب تعداد مودها ، یک

 یک سد بتنی وزنی ای محاسبات برای بسامد زاویهنتایج 

 مشخصات هندسی   با فرضیمثلثی شکل 

, / ,m m h  1 20 0 75 و نیز مشخصات  (، 1شکل ) مطابق، 100

/  مصالح سد  فیزیکی و مکانیکی , /kg m E MPa 32500 22 4 

نیز  سدسطح مقطع و ممان اینرسی درنظرگرفته شده است. 

 ابطهاز ربا فرض تغییرات خطی ضخامت ( 1کل )ش قمطاب

mدر آن که ید گرد( تعیین 38) m m 1 و طول سد  بوده 2

 درنظر گرفته شده است. واحد  برابر

(38) ( ) ( )( )

( ) ( ) /

A y m h y

I y m h y

  


 
3 3 12

 

 ، مورد بررسی ای سدبسامد زاویهدست آمده برای نتایج به

 ضریبی از در حالت کلی  برنولی-مبتنی بر نظریه اویلر
m E

h 
صورت نتایج به ،بودن روابطلانی که به دلیل طو است 

ای بسامدهای زاویه( 3)در جدول . شوندمقادیر عددی ارائه می

برنولی -دو نظریه اویلربر اساس  مود مختلف 8در سد 
jE

 و 

j/ها و نسبت آن jRرایلی  jE jR   ائه شده است. ار

بسامدهای  ،که از جدول یاد شده قابل ملاحظه استطورهمان

-دقت کممشخص Nیک  به ازایدر مودهای بالاتر  طبیعی

که در این گردد. از آنجاییح میاصلاNو با افزایش دارندتری 

تعداد مودهای  ،گیردمود اول مورد بررسی قرار می 5تحقیق 

N انتخابی   و مطابق جدول  . دراین صورتگردداختیار می 8

ترین درصد خطای ناشی از محاسبه بالاترین بسامد بیش (3)

jاز رابطه  j

j

 







ام در jبسامد زاویه ای jکه در آن   1

  .رسدمی درصدهشت کمتر از به باشد مود میNبین 

 ساسابر  ام jنسبت بسامدهای  (3دول )علاوه بر این در ج

-تر از یک میهمواره بزرگ رایلی نظریهبرنولی به -نظریه اویلر

-اویلر تیرام jمود بسامد که گویای آن استه این مسئ .باشد

 است. علترایلی بیشتر  نظیر تیربسامد برنولی همواره از 

توان به سختی بیشتر تیر اویلر برنولی را می چنین وضعیتی

تر کمتر و برای مود پاییننسبت داد. این اختلاف در مودهای 

1/اول حدود  ولی برای مودهای بالاتر این نسبت  ،است برابر 04

3/و برای مود هشتم به نزدیک  یابدمی افزایش برابر نیز  5

تر پایینهای مودن است که در وع گویای آاین موضرسد. می

 ناشی از انکار  اثر اینرسی دورانیشاید بتوان از خطای 

برنولی -لریبالاتر نظریه اودهای مو، ولی در پوشی کردچشم

استفاده نظریه رایلی  لازم است ازو  طای قابل توجهی داردخ

طور به (3نتایج ارائه شده در جدول ) علاوه بر این، .شود

بسامدها در دو نظریه یا  قدارمشخصی گویای آن است که م

به مقدار  ،Nمحاسباتی،  یا با افزایش تعداد مودهاهنسبت آن

کند که گویای بسندگی تعداد مودهای مورد ثابتی میل می

 باشد. نیاز در محاسبه بسامد می

 پاسخ تحلیلی -2-1-4

-ی اویلرمعادله دیفرانسیل حاکم بر ارتعاش جانبی تیرها

هندسه بدون اثر نیروی محوری، برای  (3) رابطه برنولی ،

به  (38)روابط و  1منطبق بر سدهای بتنی وزنی مطابق شکل

 .باشدقابل بیان می (39)معادله مانند 

(39) 

( ) ( )

( )

( ) ( )

( ) ( )

h y u h y u

h y u h y u
Em



  

    

4 4 3 3

2
2 2 2

2

6

12
6 0

 

و با ضرایب متغیر  4همگن مرتبه از نوع   (39)دیفرانسیل  معادله

aمعرفی با  و  بوده  از نوع بسل
Em




2
4

2
12

داری پاسخ تحلیلی به  ،

 می باشد: (40ه )شکل معادل

(40) 
( ) ( ( ) ( )

( ) ( )

u y c J a h y c Y a h y
h y

c I a h y c K a h y

   


   

1 1 2 1

3 1 1 1

1
2 2

2 2
 

,که در آن  , ,K I Y J1 1 1 اصلاح و  2، 1به ترتیب توابع بسل نوع  1

 c4الی  c1ضرایب باشند. می 1همگی از مرتبه  2و  1شده نوع 

به ترتیب نیروی  که با اعمال شرایط مرزی ضرایب ثابت هستند

u وسد برشی و لنگر خمشی در راس  u   معادله  درکف سد، 0

دست بسامدی تعیین و با حل آن بسامد زاویه ارتعاش جانبی به

روش  دست آمده از، نتایج بهسنجیبه منظور صحت ید. آمی

برنولی -نظریه اویلر اساس بر پژوهشدر این   گالرکین مورد استفاده

مقایسه  (3)در جدول  (40)ی حاصل از رابطه لتحلی جبا نتای

بین  گویای آن است که در مود اول انطباق کامل نتایج  گردیدند.
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روش تحلیلی و روش گالرکین وجود دارد. اما به تدریج  و با افزایش 

 قابل هاپاسخ اختلافبالا شماره مود اختلاف افزایش و در مودهای 

ی اتوان عدم دقت ناشی از بسامدزاویهرا میعلت آن که است توجه 

  Nازای همودهای بالاتر ب که در آن دانستحاصل از روش گالرکین 

تر باید محاسبه گردند.بیش

 ..mRمتفاوت دارهایازای مق بهسر آزاد  در ارتعاش محوری  سرگیردار و یکهای معادله بسامدی تیر یکریشه :2جدول 

mR h1 h2 h3 h4 h5 h6 h7 h8 h9 h10 
/0 00 /1 5708 /4 7124 /7 8540 /10 9956 /14 1372 /17 2788 /20 4204 /23 5619 /26 7035 /29 8451 
/0 01 /1 5552 /4 6657 /7 7764 /10 8871 /13 9981 /17 1093 /20 2208 /23 3327 /26 4450 /29 5577 
/0 02 /1 5400 /4 6203 /7 7010 /10 7832 /13 8666 /16 9519 /200392 /23 1287 /26 2206 /29 3149 
/0 03 /1 5251 /4 5760 /7 6290 /10 6854 /13 7460 /16 8117 /19 8825 /22 9588 /26 0404 /29 1270 

 
 
 

jE/ها ، رایلی و نسبت آن برنولی و-از نظریه اویلر حاصل طبیعی ارتعاش جانبی سامدب: 3جدول  jR  ، بر حسب/rad s . 

 N j 

1 2 6 5 4 3 7 8 

1 /
/

/


39 42 1 05
37 53

 - - - - - - - 

2 /
/

/


35 22 1 05
33 68

 /
/

/


140 62 1 17
120 05

 - - - - - - 

3 /
/

/


34 66 1 04
33 21

 /
/

/


109 70 1 13
96 82

 /
/

/


324 08 1 42
228 84

 - - - - - 

4 /
/

/


34 54 1 04
33 11

 /
/

/


103 99 1 11
93 27

 /
/

/


243 93 1 31
185 60

 /
/

/


597 91 1 75
340 90

 - - - - 

5 /
/

/


34 49 1 04
33 07

 /
/

/


101 33 1 11
91 44

 /
/

/


223 72 1 26
177 47

 /
/

/


449 49 1 58
284 95

 /
/

/


966 38 2 14
450 26

 - - - 

6 /
/

/


34 47 1 04
33 05

 /
/

/


100 20 1 10
90 73

 /
/

/


212 29 1 24
171 71

 /
/

/


405 62 1 48
274 23

 /
/

/


732 29 1 89
386 45

 /
/

/


1432 47 2 57
556 75

 - - 

7 /
/

/


34 46 1 04
33 04

 /
/

/


99 55 1 10
90 30

 /
/

/


206 54 1 22
169 20

 /
/

/


478 67 1 81
264 69

 /
/

/


656 11 1 75
374 86

 /
/

/


1096 23 2 25
487 63

 /
/

/


1998 50 3 02
661 07

 - 

8 /
/

/


34 45 1 04
33 04

 /
/

/


99 21 1 10
90 09

 /
/

/


202 75 1 21
167 35

 /
/

/


363 70 1 40
260 38

 /
/

/


607 35 1 68
362 57

 /
/

/


979 06 2 06
475 99

 /
/

/


1544 45 2 63
588 01

 /
/

/


2665 92 3 49
763 75

 

34/ (40رابطه ) 45 /98 55 /194 55 /322 50 /482 42 /673 97 /898 00 /1153 79 

ای برN8ازای هب طبیعیبسامد  5ر یدانیز مق( 4)در جدول 

,شیب برایارتفاع مختلف سد  چهار /m m 1 20 0 شده ارائه  75

 طبیعیامد بسکه  دهد. مقایسه نتایج این جدول نشان میاست

بسامد که وابستگی باشد به نسبت عکس ارتفاع سد میسد 

m رابطه بهرا  طبیعی EI

h A
تایید برنولی -لریدر نظریه او 

ارتفاع سد برای سایر پارامترهای  علاوه براین موضوع . کندمی

که به دلیل محدودیت حجم  برقرار استنیز  عبارت اشاره شده

. شودمیدر این خصوص خودداری نتایج عددی مقاله از ارائه 

در خصوص نسبت بسامد ( 4)اختلاف ناچیز  موجود در جدول 

را  متفاوت ارتفاعدو نسبت حسب سد در دو ارتفاع مختلف به 

محدودیت تعداد سد و  بودن نیمرخ قائم توان به متغیرمی

  نسبت داد. در پاسخ آزمایشیNجملات 

( 3رایلی در جدول ) برنولی به-اویلر در نظریهبسامدها نسبت  

1/در بازه حدود  3/تا برای مود اول  05 برابر در مود هشتم   5

برای نماید. تغییر مییکسان  در دامنهنیز  (4و در جدول )

 (5)در جدول  ،به عنوان نمونهتر این موضوع و بررسی بیش

hارتفاع به سدینتایج برای  m100 های بالادست و و شیب

,دست پایین /m m 1 20 0 که یک نمونه کاملا فرضی و در  01

که با نتایج نظیر در  شده است ارائه باشدعمل غیرمنطقی می
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,ازای به ( 4و ) (3های )جدول /m m 1 20 0 مقایسه قابل  75

کاملا پیداست که اختلاف نتایج نظریه ( 5)از جدول  باشد. می

یز و چبسیار نارایلی حتی در بسامدهای بالاتر  وبرنولی -اویلر

توان به نسبت . علت این موضوع را میپوشی استقابل چشم

نسبت معادل که در تیرهای همگن سد به ارتفاع  کف عرض

تبط دانست. در تیرهای باشد مرمی ارتفاع تیر به طول تیر

ای در رفتار برشی و نیز اینرسی عمیق این نسبت تاثیر عمده

 هندسهی بتنی وزنی با کند که در سدهادورانی تیر ایفا می

 . استنیز مشهود  غیریکنواخت در ارتفاع

در  m2سدهای بتنی شیب  درگردد که مجددا تاکید می

/محدوده  /0 7 0 اثر اینرسی  کند، بنابراین توجه بهتغییر می 8

 .استهای بالاتر ضروری دورانی به خصوص در بسامد

 فوقانی جرم اثر-3-1-4

سد به  بر فوقانی جرم اثربندی فرمولهای پیشین در بخش

 صورت نیروی ثابت محوری
o

P  در راس سد و جرم متمرکز
m  ررسی بشد تا اثر آن بر فرکانس طبیعی سد مورد مطرح

حاصل از تحلیل  نتایج ( 6)در جدول . براین اساس قرار گیرد

ناشی  نیروی، mRبه روش گالرگین برای سه مقدار مختلف  

 فوقانی جرم وزنفقط  ثراز ا
o

P  درصد وزن بخش  3معادل

ارائه  و وزن بدنه سد  فوقانی جرمتوام وزن اثر و نیز  مثلثی سد

گویای آن است که  (6)نتایج ارائه شده در جدول شده است. 

و نیز mRاثر 
o

P بر بسامد  خود واقعی قدارهایدر دامنه م

راحتی  در مودهای پایین بهو است یز چسد بسیار نا طبیعی

که وزن سد  ،د. علاوه براینکرر ظنتوان از اثر آن صرفمی

پایداری و مقاومت سدهای بتنی  در و دارد قابل توجهیمقدار 

 رودکه انتظار میکند. با وجود آننقش اساسی ایفا میوزنی 

تاثیر  ،شود طبیعیبه دلیل فشاری بودن باعث کاهش بسامد 

 در مودهای پایین بسیار ناچیزی بر ارتعاش جانبی سد دارد و

رت وجود نظر نمود. در هر صواز اثر آن صرف توانمینیز 

ی فشاری نیروها
o

P   سد و جرم  وزن ،فوقانی جرمناشی از

 طبیعیی کاهش اندکی در بسامدها باعث فوقانی جرمناشی از 

نتایج ارائه  .استکه تاثیر آن در مودهای بالاتر بیشتر شود می

اثر مدل  چنین گویای آن است که( هم6شده در جدول )

هرچند  به صورت جرم بر راس سد مثلثی فوقانی جرمنمودن 

 جرموزن آن بصورت نیروی  اثر تر ازبیش اندک اما کمی

های ذکر شده در نیروها و جرم  است. علاوه بر این، فوقانی

برنولی باعث کاهش -تر از نظریه اویلراندکی بیش نظریه رایلی

در . درهرصورت شودتر میمودهای بالاویژه در  بسامدهای به

به صورت جرم و یا  فوقانی جرمسازی در شبیه مسائل عملی

وزن از حتی فراتر از آن  ها وآنتوان از اثر به راحتی می نیرو 

 نظر نمود. بدنه سد در تحلیل ارتعاش آزاد صرف

 جرم سد با احتساب اثر طبیعی ای( بسامد زاویه6در جدول )

 تا  0 در بازهاینرسی تغییرات خطی مساحت و ممان بافوقانی 
h h m   hها در بازهو ثابت بودن آن 95 h   تا  h m 100 

که نتایج آن با نتایج ارائه شده سد مثلثی شکل   نیز ارائه شده است

دهد اثر تغییر می که نتایج نشانطورهمان .باشدقابل مقایسه می

نسبت  به شبیه سازی  طبیعی بسامدمساحت و ممان اینرسی بر 

تر صورت جرم و یا نیروی متمرکز بر بسامد بیشبه فوقانی جرم

صرف فوقانی جرم توان از اثردر این حالت به راحتی نمیو است 

 جرماز در نظر نگرفتن اثر ناشی درصد خطای  بنابرایننظر نمود. 

برنولی و -اویلر هاینظریه بر اساسمتری  100برای سد  فوقانی

 .خواهد بوددرصد  26و  8 حدودرایلی به ترتیب 

 

rad/،چهار ارتفاع مختلف برایرایلی برنولی و -نظریه های اویلر بر اساسسد  ارتعاش جانبی طبیعی بسامد: 4جدول s.  
 m 1 2 3 4 5، ارتفاع سد نظریه

68/ 50 برنولی-اویلر 91 /198 43 /405 50 /727 40 /1214 71 
100 /34 45 /99 21 /202 75 /363 70 /607 35 
150 /22 97 /66 14 /135 17 /242 47 /404 94 
200 /17 23 /49 61 /101 38 /181 86 /303 70 

66/ 50 رایلی 07 /180 19 /334 71 /520 75 /725 15 
100 /33 04 /90 09 /167 35 /260 38 /362 58 
150 /22 02 /60 06 /111 57 /173 59 /241 72 
200 /16 52 /45 05 /83 68 /130 19 /181 30 
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, ازایبهرایلی برنولی و -سد مبتنی بر نظریه های اویلرطبیعی : بسامد 5 جدول /m m 1 20 0 rad/برحسب  01 s. 

 1 2 3 4 5 6 7 8 نظریه

0/ اویلر برنولی 46 /1 33 /2 70 /4 85 /8 10 /13 10 /20 59 /35 55 
0/ رایلی 46 /1 32 /2 70 /4 85 /8 10 /13 10 /20 58 /35 51 

 

rad/ برحسبشرایط متفاوت تاج سد  ه ازایسد بارتعاش جانبی  طبیعی : بسامد 6ل جدو s . 

 1 2 3 4 5 با  فوقانی جرمسازی شبیه  نظریه
-اویلر

 برنولی
/

m
R  0 00 /34 45 /99 21 /202 75 /363 70 /607 35 

/
m

R  0 02 /34 45 /99 04 /201 13 /357 86 /594 51 

/
m

R  0 03 /34 45 /99 00 /200 71 /356 31 /591 09 

o
P /34 45 /99 21 /202 75 /363 70 /607 35 
( )P y /34 45 /99 21 /202 74 /363 70 /607 35 

33/ سازه وقانیبا احتساب اثر هندسه  67 /92 48 /187 08 /344 43 /587 95 
/ رایلی

m
R  0 00 /33 04 /90 09 /167 35 /260 38 /362 57 

/
m

R  0 02 /33 04 /89 99 /166 57 /258 21 /358 93 

/
m

R  0 03 /33 03 /89 96 /166 36 /257 63 /357 95 

o
P /33 04 /90 09 /167 35 /260 38 /362 57 
( )P y /33 03 /90 09 /167 35 /260 37 /362 57 

24/ فوقانی جرماثر هندسه با احتساب  33 /70 52 /138 91 /225 03 /323 57 

 

 نتایج ارتعاش محوری  - 4-2

 پاسخ تحلیلی -1-2-4

معادله ، برنولی-معادله دیفرانسیل ارتعاش محوری تیر اویلر

(، برای سدهای بتنی وزنی با تغییرات خطی نیمرخ در 24)

رابطه  صورت بهسازی سادهپس از  ،1مطابق شکل ارتفاع سد، 

 گردد.بازنویسی می 41

(41) A
v v v

A E


   

2
0 

، با (38)بر اساس رابطه  گذاری تابع مساحتپس از جای  

با ضریب  2مرتبه عادله دیفرانسیل همگن م، 1شکل توجه به 

 دردست خواهد آمد که جواب آن هب (42) رابطهنظیر  متغیر

  .استارائه شده  (43)رابطه 

(42) 
v v v

h y E


   



21 0 

(43) 
(( ) )

( ( ) )

v c J h y
E

c Y h y
E





  

 

2

1 0

2

2 0

 

Yو J0آنکه در  مرتبه  دوو ابع بسل نوع یک توبه ترتیب 0

c,. دهندرا نشان می صفر c1 که با  نیز ضرایب ثابت هستند  2

)،تاج سدر داعمال شرایط مرزی  )v h   c2مقدار ثابت ،0

سد به  کفدر با توجه به شرط مرزی  خواهد بود. رابر صفرب

) صورت )v 0  (44)مطابق رابطه  ارتعاش آزاد سدبسامد  ،0

برای صحت سنجی در این تحقیق نتایج آن که د آیمی دستبه

 گیرد.مورد استفاده قرار می

(44) 
( )J h

E




2

0 0 

برای  اما متداول فرضی مقدارهایازای هدر این بخش نتایج ب

مشخصات هندسی   باسدهای بتنی وزنی 

, / ,m m h  1 20 0 75 و نیز مشخصات  1مطابق شکل  100
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/  فیزیکی و مکانیکی , /kg m E GPa  
32500 22 ارائه   4

و ممان  (38)علاوه بر این سطح مقطع همانند رابطه گردد. می

 گردد. تعیین می( 45)قطبی از رابطه 

(45) ( ) ( ) ( )/J y I y A y  12  

ارتعاش جانبی، به منظور تحلیل نتایج ارائه شده برای همانند 

در ، به تعداد مودها نسبت ارتعاش محوری حساسیت بسامد

ای سد در ارتعاش بسامدهای زاویهنسبت نتایج  (7)جدول 

برنولی -های نظیر اویلرمود مختلف برای نظریه 8محوری برای 

مطابق این ارائه شده است.  مختلف  Nازای سههب و رایلی

 ،برای سدهای بتنی وزنی ارتعاش محوری مقدار بسامد ،جدول

در  خود، هندسی و مکانیکیمشخصات در دامنه متعارف 

تر از مقادیر نظری در ارتعاش جانبی تر بیشمودهای پایین

که وابستگی ارتعاش محوری در روش ضمن این .باشدمی

نسبت به ارتعاش  Nتعداد مودهای مورد نیاز گالرگین به 

ی و به همین دلیل مقایسه  بسامدهااست تر جانبی بسیار کم

شده ارائه  8و  4، 1برابر   Nحاصل از دو نظریه فقط برای 

تحت شرایط  نتایج به منظور مقایسه علاوه بر این،است. 

در ارتعاش محوری نیز  جملات پاسخ آزمایشی دتعدا یکسان،

  است. شدهدر نظر گرفته  N8 برابر

طبیعی  بسامدهای که دهدنشان می( 7)جدول  بر این، علاوه

-نظریه نظیر اویلر تر ازکمرایلی  نظریهدر تمام مودها مطابق  

در  طبیعیاین اختلاف بسامدهای . آیدبه دست میبرنولی 

و در  استتر بسیار ناچیز و قابل اغماض مودهای پایین

و در مود هشتم به  شودمی ترمودهای بالاتر این اختلاف بیش

/1 همانند ارتعاش جانبی این اختلاف را  که رسدبرابر می 13

برخلاف  توان به کاهش سختی در نظریه رایلی نسبت داد.می

حتی در  طبیعیبسامد  اثر اینرسی دورانی بر ،ارتعاش جانبی

توان از اثر آن و با تقریب می یستمودهای بالاتر قابل توجه ن

 نمود.  نظرصرف

به روش  به منظور صحت سنجی نتایج در ارتعاش محوری

همانند  ارتعاش جانبی  ابتدا برای حالت خاص که  ،گالرکین 

 جو با نتای آمدندبه دست  ،استتیر ثابت  نیمرخ عرضیدر آن 

مقایسه   [1]مرجع تحلیل دقیق در مراجع مختلف از جمله

با دقت بسیار خوبی بر هم منطبق بودند حاصل شدند. نتایج 

-که به دلیل محدودیت حجم مقاله از ارائه آن خودداری می

نتایج حاصل از روش گالرکین  ،سنجیبه منظور صحتد. شو

نظیر  هاینظریهبرای یک سد بتنی مثلثی شکل براساس 

رابطه و رایلی با نتایج حاصل از رابطه تحلیلی برنولی -اویلر

مورد مقایسه  (8)در جدول ارتعاش محوری بسامد برای  ( 44)

 قرار گرفته است. 

برای بسامدهای ( 8)خطای حاصل ازنتایج ارائه شده در جدول 

رغم تقریبی ارتعاش محوری به روش گالرگین، علی طبیعی

-بودن آن، در مقایسه با روش دقیق  مبتنی بر نظریه اویلر

در بدترین حالت که مربوط به بالاترین مود مورد برنولی 

0/فقط به باشد می بررسی، مود هشتم، رسد که درصد می 03

 باشد. رغم تقریبی بودن آن میگویای دقت روش گالرکین علی

 فوقانی جرماثر  - 1-2-4

ارتعاش  طبیعیبر بسامد فوقانی  جرمبه منظور تعیین اثر 

ازای محوری سد،  نتایج حاصل از تحلیل به روش گالرگین به

  ( ارائه شده است.9در جدول ) mRسه مقدار 

( گویای آن است که اثر 9بررسی نتایج ارائه شده در جدول )

mRطبیعیبسامد  اثر بسیار کمی بر در محدوده انتخابی 

توان و به راحتی و همانند ارتعاش جانبی می داردمحوری  سد 

 ر نمود. نظاز اثر آن صرف

سازی ازای شبیهبهنیز سد  طبیعیبسامد  دار( مق9در جدول )

در آن تغییرات مساحت و ارائه شده که  فوقانی جرمهندسه 

متر به صورت خطی و در  95ممان قطبی از کف سد تا ارتفاع 

متر ارتفاع آزاد با مساحت و ممان قطبی ثابت در نظر گرفته  5

تاثیر  ،دهد که مانند ارتعاش جانبیشده است. نتایج نشان می

و است  اثر جرم متمرکز از بیشتر سد درنظر گرفتن هندسه

ر دفوقانی  جرمبدون اثر سد مثلثی درصد خطا نسبت به 

درصد  2و  9برنولی و رایلی به ترتیب تا حدود -های اویلرنظریه

. باشدمی

rad/ها برحسبو نسبت آن رایلی  وبرنولی -اویلرنظیر  سد حاصل از نظریهارتعاش محوری  طبیعیبسامد : 7جدول  s . 

N 
j 

8 7 6 5 4 3 2 1 
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1 - - - - - - - /
/

/


72 28 1 00
72 27

 

4 - - - - /
/

/


353 23
1 05

337 89
 /

/
/


259 08

1 03
252 72

 /
/

/


165 25
1 01

163 48
 

/
/

/


71 99 1 00
71 77

 

8 /
/

/


729 21
1 13

647 84
 /

/
/


634 98

1 14
556 95

 /
/

/


540 95
1 11

487 47
 /

/
/


446 94

1 07
415 98

 /
/

/


352 96
1 05

337 42
 /

/
/


259 04

1 03
252 71

 /
/

/


165 24
1 01

163 46
 

/
/

/


71 99 1 00
71 77

 

 

rad/، و روش دقیق روش گالرکینحاصل  از ارتعاش محوری طبیعی بسامد  مقایسه نتایج :8جدول  s. 
 8   7   6   5   4   3   2  1  روش نظریه 

/729 21  /634 98  /540 94  /446 94  /352 96  /259 04  /165 24  /71 99 برنولی-نظیر اویلر   گالرکین 

/647 84  /556 95  /487 47  /415 98  /337 42  /252 71  /163 46  /71 77  رایلی 

/728 95  /634 93  /540 93  /446 93  /352 96  /259 03  /165 23  /71 98 برنولی-اویلرنظیر   (24رابطه )   

 

rad/، رایط متفاوت در تاج سدشسد با  ارتعاش محوری طبیعی : مقادیر بسامد 9جدول  s . 

mR 1  نظریه 2  3  4  5 

نظیر 

-اویلر

 برنولی

/0 00 /71 99 /165 24 /259 04 /352 97 /446 95 
/0 02 /71 99 /165 24 /259 05 /353 05 /447 12 
/0 03 /71 99 /165 24 /259 04 /352 10 /447 00 

 جرمبا احتساب اثر هندسه 

 فوقانی
/71 98 /141 06 /235 10 /329 13 /423 17 

 رایلی

/0 00 /71 77 /163 47 /252 71 /337 42 /416 03 
/0 02 /71 77 /163 47 /252 72 /337 47 /416 23 
/0 03 /71 77 /163 47 /252 71 /337 44 /416 11 
 جرمهندسه با احتساب اثر 

 فوقانی
/71 43 /161 74 /248 73 /330 93 /407 50 

 شکل مود-5
، همانطور که پیشتر بیان روش ارائه شده در این پژوهش

باشد. بدین منظور به تعیین شکل مودها نیز میگردید، قادر 

 11از رابطه  ،ایبسامدهای زاویه بودنو با توجه به مشخص 

 5استفاده و سپس به کمک رابطه  cتوان برای تعیین می

مقیاس ازای ه ببطور معمول که  شکل مود را تعیین نمود

 به اندازه واحد مورد نظرنمودن بیشینه تغییرمکان در مود 

-قائم مثلثیبه عنوان نمونه شکل مود سد پذیرد. صورت می

,مشخصات هندسی    با الزاویه / ,m m h  1 20 0 75 ، مطابق 100

 و نیز مشخصات فیزیکی و مکانیکی مصالح سد (،  1شکل )

  / , /kg m E MPa 32500 22 برای مودهای اول و  2 در شکل4

ارائه و با شکل مود حاصل از  Nازای مقادیر مختلف دوم به

 تحت همان شرایط مقایسه گردیده است.  40رابطه تحلیلی 
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 الف(                                     

 

 ب(                                      

 .و روش تحلیلی، الف(مود اول، ب(مود دوم Nازای مقادیر مختلفبه روش گالرکین به مثلثیسد ارتعاشی مود  شکل 2:شکل 

در شکل مذکور جابجایی سازه در مود مورد نظر به جابجایی 

بعد گردیده افتد بیبیشنه که در اینجا در راس سد اتفاق می

Nازایالف به2است. در شکل   شکل مود تقریبا برپاسخ 8

گردد در حالیکه در مود دوم قدری اختلاف تحلیلی منطبق می

گردد که وجود دارد. این اختلاف در مودهای بالاتر بیشتر می

بزرگتر به دلیل همگرائی  Nدراینصورت لزوم در نظر گرفتن

با کند. انطباق پاسخ به روش گالرکین کندتر ضرورت پیدا می

مجددا دلیلی بر به سمت پاسخ تحلیلی  Nافزایش مقدار

 باشد. میدر این پژوهش مورد استفاده  گالرگین صحت روش

 گیرینتیجه -6 
ارتعاش آزاد جانبی و محوری سدهای بتنی  پژوهشدر این 

سازی آن به گی و مدلبه همراه اثر گلهشکل وزنی مثلثی 

مرزی ناشی از   صورت جرم متمرکز و درنظر گرفتن شرایط

برای  سد و وزن بدنه سازه فوقانیوزن آن و نیز اثر نیروی 

به روش گالرگین مورد بررسی قرار گرفت.  ارتعاش جانبی 

بدین منظور با مدل نمودن سد بتنی وزنی به صورت تیر طره 

اعمال شرایط مرزی به  وبا تغییرات خطی نیمرخ عرضی 

-های اویلردر کف و تاج سد، بر اساس نظریه صورت دقیق

های نظیر جانبی و نیز نظریهآزاد رایلی  در ارتعاش برنولی و 

ای بسامدزاویه ،آزاد محوری در ارتعاش رایلی برنولی و-اویلر
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 توانمیبر این اساس  .های مختلف تعیین گردیدسد در حالت

 :کردزیر بیان شرح  به را نتایج

روش گالرکین با دقت بسیار خوبی قادر به تحلیل ارتعاش -1

 باشد.از آن قابل اعتماد می لو نتایج حاص استآزاد سد 

به صورت  مثلثی شکل سدهای بتنی جانبیاش آزاد عارت-2

و  نوع یک نوع  یک و دو و اصلاح شده  ابع بسل مرتبه اول وت

ای در مقادیر بسامدهای زاویهتوان و براساس آن می دو بوده 

 تعیین نمود. صورت دقیقبه را جانبیارتعاش آزاد 

به صورت  مثلثی شکل  اش آزاد محوری سدهای بتنیعارت-2

ر داتوان مقو براساس آن می استتابع بسل مرتبه اول نوع یک 

 صورت دقیقبه در ارتعاش آزاد محوری را طبیعیبسامدهای 

 تعیین نمود.

به صورت جرم یا نیروی  سد سازه فوقانیسازی شبیه-3

ای تاثیری قابل ملاحظه سازه فوقانیدهد که نشان میمتمرکز 

های در نظریه بر بسامد ارتعاش آزاد جانبی و محوری سد

که درنظر گرفتن آن به رد. در حالیندا برنولی و رایلی -اویلر

ای با مساحت ثابت در ارتفاع لزوم درنظرگرفتن صورت قطعه

 د.ینماناپذیر میرا اجتناب سازه فوقانی

و نظیر آن در ارتعاش  برنولی در ارتعاش جانبی-نظریه اویلر–4

درقیاس با تئوری رایلی تری گهای بزربسامد محوری همواره 

تر ولی تر این اختلاف کمدهد که در مودهای پاییننتیجه می

 است. توجهویژه برای ارتعاش جانبی  قابل به در مودهای بالاتر

برنولی در تحلیل ارتعاش آزاد -رنظریه اویل بنابراین استفاده از

را در پی خواهد  در مودهای بالاتر خطای قابل توجهی سدها

  داشت. 
 فهرست علائم

 M جرم بخش مثلثی سد

 m فوقانی سد بخشجرم 

 h ارتفاع سد

 h ارتفاع آزاد سد
 E ضریب کشسانی

 I ممان اینرسی
 u تغییرمکان جانبی در مخاصات مکانی

 C ماتریس میرایی

  حجمیکرم 

 A مساحت نیمرخ طولی
 P نیروی محوری

 q بارگسترده جانبی

 u تغییرمکان جانبی در مختصات مکانی زمانی

 u زمانی سرعت جانبی در مختصات مکانی و
 u شتاب جانبی در مختصات مکانی و زمانی

 N تعداد جملات سری

  ای جانبیبسامد زاویه

  ای محوریبسامد زاویه

 j شمارنده، زیرنویس

 تابع قیاسی
j 

 R مانده 
 ضریب

j 

, مقادیر ویژه i  

, بردار ویژه ic c 

] ماتریس جرم ]m 

] ماتریس سختی ]k 

  تابع دلخواه

 ماتریس متناظر با نیروی محوری در ماتریس سختی 
pk
0

 

 فوقانی به جرم بخش مثلثی بخشنسبت جرم 
mR 

 m جرم دورانی

, جرم ,a am m m1 

 v تغییرمکان محوری در مختصات مکانی

 v تغییرمکان محوری در مختصات مکانی زمانی
  ضریب پواسون

 J ممان قطبی نیمرخ طولی
 t زمانمتغیر 

 جرم محوری
am 

 سختی محوری
ak 

 m های سرآب و پایابمجموع شیب
 m1 شیب سرآب

m شیب پایاب 2 

  خطا

 J1 تابع بسل نوع یک مرتبه یک

Y مرتبه یک دوتابع بسل نوع  1 

I تابع بسل اصلاح شده نوع یک مرتبه یک 1 

K تابع بسل اصلاح شده نوع دو مرتبه یک 1 

 a ضریب

) بارگسترده محوری )P y 

 P0 نیروی متمرکز محوری

 J0 مرتبه صفر 1تابع بسل نوع 

Y مرتبه صفر 2تابع بسل نوع  0 

 y مختصه مکانی

 نامهواژه
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 section نیمرخ

 ,Roller Compacted Concrete بتن غلتکی کوبیده

RCC 

  classic متداول

 Rotary inertia اینرسی دورانی

 Euler–Bernoulli Beam برنولی-نظریه تیر اویلر

Theory, EBT 

 ,Elementary beam theory نظریه مقدماتی تیر

EBT  

 ,Engineeing beam theory نظریه مهندسی تیر

EBT 

 Elastic کشسان

 natural frequency بسامد طبیعی

 variational methods روش های تغییرات

 Galerkin weighted residual روش مانده وزنی گالرکین

method 

 nonconservative ناپایستار

 functionally graded مصالح مدرج تابعی

materials, FGM 

 differential transform روش تبدیل دیفرانسیلی

method, DTM 

 Comparison functions تابع قیاسی

 Collocation mthod روش ترتیبی

 nontrivial غیربدیهی
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