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ش شابوناخطی همگن  شوندگیسختبا  مایسزوانبرای الگوی مومسانی  ضمنینیمهشیوه تنش به سازیبهنگامدر این پژوهش، نخست   چکیده
نگاشت  گیریاولیهتابع. برای این منظور، از روش شودمی سازیرابطهی کوچک هاشکلفردریک در محدوده تغییر آرمسترانگو ناخطی پویای 

تایج و ن شودمی انجام ایگستردهی عددی هاآزمون ،روش نو پیشنهادی گراییهمبررسی درستی، دقت و  برای. سپس شودمیجویی نمایی بهره

مرتبه دوم روش پیشنهادی این مقاله را  گراییهمظه و ملاح درخور، افزایش دقت هایافته. شودمیشده پیشین سنجش ی پذیرفتههاروشبا  هاآن

خواه در طول له را از هر نقطه دلئی مسهادادهکه بتوان است شده  انجام ایگونهبه هاسازیرابطهدر این پژوهش  کهاین بهباتوجه. دهدمینشان 
 .ودشمیین پاسخ تردقیقاز گام مومسانی منجر به  اینقطهدر چه  هادادهکه برداشتن  شودمیگام مومسان برداشت کرد، در پایان بررسی 
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 مقدمه
مومسان هنگامی که بارگذاری ی کشسانهاتحلیلدر 

فراتر از ناحیه کشسان ادامه داشته باشد و مصالح وارد 
د، باید تنش و شوی مومسان )ماندگار( هاشکلتغییر 

از  گیریاولیهتابع ای داخلی مومسانی را بمتغیرها
مومسان مصالح ی بنیادی حاکم بر رفتار کشسانهامعادله

دود ناخطی، این ی اجزای محهاتحلیلد. در کربهنگام 
ی گاوس جزءها در هر تکرار هانقطهروی  گیریاولیهتابع

د. از سوی دیگر، از شومی انجاماز هر نمو بارگذاری 
ها یریگاولیهتابعکه حل تحلیلی بسته برای این  جاآن
برای الگوهای مومسانی ساده وجود ندارد، از  جزبه

 ۀیودقت ش. باید دانست شودمیی عددی استفاده هاشیوه
ی بنیادی مومسانی اثر هامعادلهاز  گیریاولیهتابع

ی نهایی تحلیل دارد. هاپاسخچشمگیری بر روی 

های بسیاری در زمینه گسترش و بنابراین، پژوهش
یادی ی بنهامعادلهاز  گیریاولیهتابعی هاشیوهافزایش دقت 
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 . زیمپردامیکه در ادامه به آن است شده  انجام
به ایجاد روش  توانمیها ترین این تلاشمهم از        

 ییهاروشیا  [1]اشاره کرد 1964ضمنی ویلکینز در سال
بار آئوریکیو و بیرائو در ننمایی که نخستیبرپایه نگاشت

آئوریکیو و  ۀشدارائه ۀشیو .[2]دندکرارائه  2003سال
کرد، ولی زمینه بیرائو سازگاری مومسانی را برقرار نمی

 اییگرهمی نو با دقت بیشتر و سرعت هاروشپیدایش 
 دیگر های پس از آن را برای پژوهشگرانسال بالاتر در

آرتیولی و همکاران سازگاری  2005فراهم کرد. در سال
با  مایسزوانبا سطح تسلیم را برای الگوی 

نگاشت نمایی برقرار  ۀخطی در شیو شوندگیسخت
 2006لدر ساهمچنین، آرتیولی و همکاران  .[3]کردند

با  مایسزوانیک الگوریتم دیگر برای الگوی 
ه مرتب گراییهمخطی ارائه کردند که از  شوندگیسخت

نیز آرتیولی و  2007در سال .[4]دوم برخوردار بود
 سزمایوانتنش را برای الگوی  سازیبهنگامهمکاران فن 
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همگن خطی و پویای ناخطی  شوندگیسختبا 
ازجمله  .[5]دادند فردریک گسترشآرمسترانگ

شده برای افزایش دقت، استفاده از راهکارهای ارائه

 باربوده است که نخستین ضمنینیمهی هاروش
برای الگوی  2007و نصیرایی در سال پژندرضایی

و از دقت مرتبه دوم   [6]کردندپیشنهاد  مایسزوان

پژند و نصیرایی در برخوردار بود. همچنین، رضایی
برای الگوی مومسان  ضمنینیمه ۀشیودو  2008سال

که هر دو الگوریتم  [7]مطلوب دراکرپراگر ارائه کردند
مرتبه دوم برخوردار است. سپس،  گراییهمشده از ارائه

نیز یک فن  2010و همکاران در سال پژندرضایی
با  مایسزواننمایی برای الگوی  گیریاولیهتابع

همچنین،  . [8]پویای ناخطی ارائه کردند شوندگیسخت
روش  2011و شریفیان در سال پژندرضایی

را بر پایه زاویه بین نرخ کرنش و تنش  گیریاولیهتابع
کردند که از  سازیرابطهجاشده و تنش بازگشتی هجاب

در ادامه  .[9]قابلیت کنترل خودکار خطا برخوردار بود
 ۀدو شیو 2011و همکاران در سال پژندرضایی

و  همگن خطی شوندگیسختنمایی با  گیریاولیهتابع
 . [10]پویای پراگر ارائه کردند که ماهیت صریح داشت

دو الگوریتم  2013و همکاران در سال پژندرضاییسپس، 

برپایه نگاشت نمایی و  ضمنینیمه گیریاولیهتابع
ی اولر پیشرو و اولر پسرو برای الگوی هاشیوه

 یسازرابطهدرهم ناخطی  شوندگیسختدراکرپراگر با 

پور و آقاجانحاجی 2016همچنین، در سال .[11]کردند
ا ب مایسزوانرا برای الگوی  ضمنینیمهشریفیان روش 

در  .[12]درهم خطی گسترش دادند شوندگیسخت
 سازیبهنگام ۀشریفیان و همکاران یک شیو 2018لسا

 سازیرابطهپیکولراز تنش را برای الگوی بیگونی
برای تحلیل کشسان 2018در سال انجامسر .[13]کردند

مومسان مصالح وابسته به فشار آب ایستا یک فن 
شریفیان و  از سوی ضمنینیمهتنش  سازیبهنگام

  [15]نطاووسی و همکارا پیشنهاد شد.  [14]همکاران
صریح و ضمنی برای الگوی  گیریاولیهتابعی هاروش

ینلی و دند. مارکر سازیرابطهآسیب پیوسته لیمایتر 
، برای الگوی گسیختگی نرخ وابسته،  [16]بوسکارنرا

یافته برپایه اولر پسرو پیشنهاد یک روش ضمنی گسترش

برای الگوی بنیادی مومسانی لزج   [17]دند. کیم و کیمکر
. تنش ضمنی استخراج کردند سازیبهنگامالگوریتم  یک

مومسان لزج بنیادی معیار آسیب2  [18]لی و همکاران

را معرفی و  هاآنهای عددی وابسته به الگریتم با همراه
برای   [19]دند. شریفیان و شریفیانکر سازیرابطه

مومسانی لزج برپایه الگوی پریک، یک روش کارا برای 
 دند.کرپیشنهاد  گیریاولیهتابع
سازی در این پژوهش، برای افزایش دقت در بهنگام 

ی هامعادلهاز  یضمننیمهروش به گیریاولیهتابعتنش، 

که در این  شودمی سازیرابطهبنیادی مومسانی 

گن هم شوندگیسختحالت کلی ترکیب  هاسازیرابطه

پویای ناخطی  شوندگیسختناخطی شابوش و 

. در ادامه، برای شودمیفردریک در نظر گرفته آرمسترانگ

این  یهاپاسخنو  ۀشیو گراییهمبررسی درستی، دقت و 

ی اولر پیشرو، اولر پسرو و روش نمایی هاروشروش با 

ی هاپاسخرسیدن به  برای. شودمیصریح سنجش 

یک  برای طورکلیبه هاسازیرابطه ،در این مقاله تردقیق

. شودمی انجامخواه در طول گام مومسان نقطه دل

ه ک شودمی انجامنخست محاسبات برای حالت خاصی 

شعاع سطح تسلیم از نقطه میانی گام مومسانی برداشت 

نقطه واقع در 3، شعاع سطح تسلیم از در ادامهد. شو

میانی طول  ۀپایانی و نقط چهارمیکنخست،  چهارمیک

گام مومسان برداشت و نمودار خطای نسبی رسم 

ه از چ هادادهکه برداشت  شودمیبررسی  . سپسشودمی

 هاپاسخین تردقیقدر طول گام مومسان به  اینقطه

 د.رسیخواهد 

 نگاشت ضمنینیمهکه روش  استلازم به توضیح  

خطی  شوندگیسختو  مایسزواننمایی برای الگوی 

و نشان داده شده است که این  سازیرابطهپیش از این 

 انجامسازی و . بنابراین، پیادهاستروش بسیار کارآمد 
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تری های پیشرفتهاین روش برای مومسانی سازیرابطه

های شوندگیسختبا مایسز همراه مانند مومسانی وان

موضوع پژوهش نویسندگان قرار گرفت تا بتوان ناخطی 

ی هاتحلیلم جااناین روش دقیق و پربازده را برای 

ان رتحلیلگکار برد و الگوریتم آن در دسترس همومسانی ب

ذکر است، این روش و پژوهشگران باشد. شایان 

بار در این پژوهش برای الگوی نخستین ضمنینیمه

های ناخطی شوندگیسخت با همراه مایسزوانمومسانی 

 سازیرابطهفردریک همگن شابوش و پویای آرمسترانگ

 شده است.

برای حالتی که   [8]مرجع، در کندمیخاطرنشان  
 شوندگیسختمایسز همراه با الگوی مومسانی وان
سازی بهنگام نظر باشد، یک روش پویای ناخطی کلی در

ه ک ه شده استئبرپایه نگاشت نمایی اراتنش صریح 
. در حقیقت، برای حل شودمییکم  ۀمنجر به دقت مرتب

 در روش نگاشت نمایی به فرم کلی دستگاه معادله افزوده
Ẋ = 𝔹X  با استفاده از یک حل نمایی باید ماتریس

را در طول گام بارگذاری ثابت پنداشت؛ حال  𝔹ضرایب 
 شوندگیسختبرای حالتی که  𝔹ماتریس ضرایب  کهآن

پویای ناخطی  شوندگیسختهمگن خطی یا ناخطی و 
 شعاع ۀی اندازو باید برااست وجود دارد، ثابت نبوده 
گشتی مقداری ثابت در طول سطح تسلیم و تنش باز

د. در کرض مومسان گام بارگذاری فربخش کشسان

رابر بازگشتی را ب تنش ،با یک رویکرد صریح [8]مرجع 
مومسان پنداشته است که در آغاز گام کشسان با مقدار آن

این روش منجر به یک حل صریح مرتبه یکم خواهد 

نویسندگان از یک رویکرد  شد. در پژوهش کنونی
مزبور استفاده  ۀبرای حل دستگاه معادل ضمنینیمه
ن معنی که نخست مقدار شعاع سطح تسلیم ، به ایکنندمی

مومسان گام بخش کشسان ۀو تنش بازگشتی را در میان
سپس از آن مقدارها برای ماتریس  بند،یامیمومسانی 
س اتریمنتیجه زمانی که . درکنندمیاستفاده  𝔹ضرایب 

مومسان گام کشسان ۀبا یک مقدار در میان 𝔹ضرایب 
و سرعت حل  شودمیافزوده تقریب زده شود، دقت حل 

دوم نیز افزایش خواهد یافت. لازم  ۀیکم به مرتب ۀاز مرتب
برای  ضمنینیمهبه توضیح است، این رویکرد حل 

مایسز مانند الگوی مومسانی وانالگوهای مومسانی دیگر 
همگن خطی و پویای خطی در  شوندگیسختهمراه با 

 نیز استفاده شده است. ]6[مرجع شماره
 

-ی کشسانهاتحلیلی بنیادی برای هالهمعاد

 مومسان

ی بنیادی مومسانی در هامعادلهدر این بخش هدف ارائه 
 ۀی پایهامعادله. استی کوچک هاشکلمحدوده تغییر 

ی کشسان هابخشمومسانی شامل جداسازی کرنش به 
حاکم بر سطح تسلیم مصالح، قانون  ۀمومسان، معادل و

های کشسانی برای مصالح، قانون جریان مومسانی، قانون
 استباربرداری های بارگذاریو شرط شوندگیسخت

 .شودمیپرداخته  هاآنکه در ادامه به 
ی هاشکلتغییر  ۀدر محدود مایسزوانسطح تسلیم  

 :شودمیزیر تعریف  ۀکوچک با رابط
 
(1) ‖Σ‖ − R = 0 

شعاع سطح تسلیم است. همچنین، برای  Rدر این رابطه 
استفاده شده است  ‖.‖هندسی از علامت  ۀمعرفی انداز

 تدسبهزیر  ۀکه از رابط استبردار تنش انتقالی  Ʃو 
 :آیدمی

نخست تانسورهای تنش و کرنش را به  sبرای معرفی 

زیر تجزیه  یهارابطهی حجمی و انحرافی مانند هابخش

قسمت انحرافی تنش است و  s هارابطه. در این کنیممی

ی انحرافی و حجمی هابخشرا به  aاگر تنش بازگشتی 

قسمت انحرافی تنش بازگشتی را معرفی  αتقسیم کنیم، 

ناپذیری مومسان، که در تراکم شودمی. یادآوری کندمی

 .ندااش یکسانتنش کامل بازگشتی و قسمت انحرافی

(3) σ = s + pi     و      p =
1

3
tr(σ) 

(2) Σ = s − α 
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(4) ε = e +
1

3
θi        و         θ = tr(ε) 

تانسورهای تنش و کرنش  εو  σی بالا هارابطهدر  
بردار معادل تانسور همانی  iکرنش انحرافی و  eهستند. 

ترتیب فشار آب ایستا و کرنش به θو  pدوم است.  ۀمرتب
اثر ماتریس و  ۀدهندنشان ()tr حجمی هستند. علامت

 جااین. در استهای روی قطر اصلی برابر مجموع درایه
. همچنین، شودمیاز جریان مومسانی وابسته استفاده 

شار مستقل از ف مایسزوانسطح تسلیم  کهآن بهباتوجه
بخش حجمی کرنش مومسان صفر  ،آب ایستاست

استفاده  با توانمیفشار آب ایستا را  بنابراین،خواهد بود. 

 د:کرصورت زیر محاسبه به Kاز مدول بالک 
 
(5) p = Kθ 

 

و ماده  ودوقتی بارگذاری از حد کشسان فراتر ر 
ه ب توانمیوارد مرحله مومسانی شود، کرنش انحرافی را 

 د:زیر تقسیم کر ۀقسمت مومسان و کشسان مانند رابط2
  
(6)   e = ep + ee 

 

 که در قسمت کشسان قانون هوک بین تنش انحرافی و
 زیر را دارد: ۀکرنش انحرافی رابط

 
(7) s = 2Gee = 2G(e − ep) 

  

زیر استفاده  ۀبرای معرفی نرخ کرنش مومسان از رابط
ضریب مومسانی نام دارد و  γ̇که در این رابطه  شودمی

بردار  n. همچنین، استنرخ کرنش مومسان  ۀبرابر انداز

 یکه عمود بر سطح تسلیم است.

(8            ) 
ėp = γ̇n 

(9) n =
∂F

∂Σ
=

Σ

‖Σ‖
=
Σ

R
 

 

د همگن یا پویا یا توانمیمصالح  شوندگیسخت 
 ۀدهندهمگن نشان شوندگیسختترکیبی از هردو باشد. 

راستاهای  ۀافزایش یکسان شعاع سطح تسلیم در هم

پویا فقط انتقال سطح  شوندگیسختو  استموجود 
. در این پژوهش، از قانون کندمیتسلیم را تعریف 

 1986همگن ناخطی که شابوش در سال شوندگیسخت

 :[20]شودمید، استفاده کرارائه 

 
(10) Ṙ = b̅(R0 + Rs + R)γ ̇  

 

شعاع سطح تسلیم نخستین را R0 در این رابطه،  

 شوندگیسختهای ماده در ثابت b̅و  Rsو  دهدمینشان 
R( همراه با شرط 10) ۀهمگن هستند. از حل معادل =

R0  وγ = یر ز ۀشعاع سطح تسلیم را با رابط توانمی 0
 آورد: دستبه

(11) R = R0 + Rs[1 − exp(−b̅γ)] 

 

فاده پویا و با است شوندگیسختاز طرفی، براساس قانون 
 نوشت: توانمی [21]فردریکاز مدل آرمسترانگ

 
(12) α̇ = Hkinγ̇n − γ̇Hnlα 

از ویژگی Hnlو  Hkinهای که در این رابطه عامل 
های بارگذاری و شرطم، جاانهای ماده هستند. سر

 :شودمیزیر تعریف  ۀرابط3تاکر با باربرداری کان

 
(13) γ̇ ≥ 0   ،   F ≤ γ̇F     و   0 = 0 

γ̇که ، هنگامیهارابطهدر این   > رفتار ماده  ،باشد  0
γ̇ومسان است و اگر م = رفتار ماده کشسان  ،باشد 0

Ḟاست. در پایان، ضریب مومسانی با اعمال شرط  = 0 
 :آیدمی دستبهصورت زیر به
 

(14) γ̇ =
2G(nTė)

2G̅ + b̅(R0 + Rs − R) − n
THnlα

 

 

 که در آن:
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(15) 
 

2G̅̅̅̅ = 2G + Hkin 

 نگاشت نمایی ۀبرپای گیریاولیهتابعروش 

یرا ز ،نگاشت نمایی ماهیت صریح دارند ۀی برپایهاروش

در سرتاسر گام مومسان شعاع سطح تسلیم یکسان و 
. شودمیبرابر مقدار آن در آغاز گام مومسان پنداشته 

دستگاه معادله نمایی که آئوریکیو و بیرائو برای 

، کردندارائه  2003ی بنیادی مواد در سالهامعادله
Ẋ صورتبه = 𝔹X  که در این معادله  استX  یک بردار

های با در مدل 𝔹درایه است و  n+1تنش افزوده با 
است.  Xوابسته به  یناخطی ماتریس شوندگیسخت

شده برای اشاره ۀه معادلهدف این بخش استخراج دستگا
 .استی بنیادی مدنظر هامعادله

نمایی مدنظر،  ۀبرای دستیابی به دستگاه معادل      
( جایگزین و سپس از 2) ۀ( در رابط7) ۀنخست رابط

. ودشمیآمده نسبت به زمان مشتق گرفته دستبه ۀرابط

دستبه ۀ( در رابط15( و )12ی )هارابطهکه صورتیدر
زیر  ۀرابط صورتبهشوند، نتیجه  گذاریجایآمده 

 خواهد بود:

(16) Σ̇ = 2Gė + γ̇Hnlα − 2G̅ė
p 

 بالا قرار داده ۀ( در رابط9( و )8ی )هارابطهاکنون،  
 دستبهزیر  ۀرابط ،سازیو پس از کمی ساده شودمی
 :آیدمی
(17) Σ̇ + 2G̅

Σ

R
γ̇ = 2Gϕ̇ 

 

 :شودمیصورت زیر تعریف به ϕ̇که در این رابطه 

 
(18) ϕ̇ = ė +

γ̇

2G
Hnlα 

Ʃاکنون، بردار تنش انتقالی بدون بعد 
زیر  صورتبه ̅

 :شودمیمعرفی 
(19) Σ̅ =

Σ

R
 

 توانمیسادگی ( به19) ( و9) ۀرابط ۀبا مقایس 

ارز هم Ʃ̅و  nکه در گام مومسان بردارهای  دریافت
 سپس ( مشتق گرفته و19) ۀجا، از رابطیکدیگرند. در این

و در نتیجه  شودمی گذاریجای آن( در 11) ۀرابط
 خواهیم داشت:

(20) 
Σ̇̅ =

Ʃ̇

R
−
Rsb̅ exp(−b̅γ)

R
γ̇Σ̅ 

 

( 20) ۀ( در رابط19( و )17ی )هارابطهکه درصورتی 
 گیرد:زیر در دسترس قرار می ۀشوند، رابط گذاریجای

 

(21) Σ̇̅ + (
2G̅ + Rsb̅exp (−b̅γ)

R
) γ̇Σ̅ =

2G

R
ϕ̇ 

گیرنده هر  کلی و در بر ۀ( یک رابط21) ۀمعادل 

حالت کشسان و مومسان است و برای حل آن عامل 2
 :شودمیرابطه زیر معرفی  ازاستفاده با   X0 گیریاولیهتابع

 

(22) 
X0Σ̇̅ + X0 (

2G̅ + Rsb̅exp (−b̅γ)

R
) γ̇Σ̅ 

=
d

dt
(X0Σ̅) 

 د:کرآن را بیان  توانمیزیر  ۀیا به شکل ساد

 

(23) Ẋ0 = (
2G̅ + Rsb̅ exp(−b̅γ)

R
) γ̇X0 

X0(0)اگر مقدار نخستین   = در آغاز حل در   1
زیر  ۀ( منجر به رابط23) ۀنظر گرفته شود، پاسخ رابط

 :شودمی

(24) 

X(γ) = 

{
 
 

 
 
(
(R0 + Rs) exp(b̅γ) − Rs

R0
)

1 β⁄

exp(−bγ);  

 b̅ ≠ 0

exp (
2G̅

R0
γ)                                       b̅ = 0

 

(25) β =
b̅(R0 + Rs)

2G̅ + b̅(R0 + Rs)
 

 توانمیزیر را  ۀ( رابط22( و )21ی )هارابطهبا استفاده از 

 نوشت:

(26) 
d

dt
(X0Σ̅) = X0

2G

R
ϕ̇ 

(27) X0

2

d

dt
‖Σ‖2 + Ẋ0‖Σ̅‖2 =

2G

R
ϕ̇T(X0Σ̅) 

 

 زیر رسید: ۀو سپس به رابط
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(28) Ẋ0 =
2G

R
ϕ̇T(X0Σ) 

 ۀ( یک سیستم معادل28( و )27ی )هامعادلهبا استفاده از 
 :خواهد آمد دستبهدیفرانسیل در فضای تنش افزوده 

 

(29) d

dt
{X

0Σ̅
X0
} =

2G

R
[
𝟘9˟9 ϕ̇

ϕ̇T 0
]
10˟10

{X
0Σ̅
X0
} 

 n+1در فضای  𝔹و ماتریس  Xبردار تنش افزوده  
 :شودمیزیر تعریف  صورتبهبعدی 

(30) X = {X
0Σ̅
X0
} = {

Xs

X0
} 

(31) 𝔹 =
2G

R
[
𝟘9˟9 ϕ̇

ϕ̇T 0
]
10˟10

 

ای است. با مؤلفه9ک ماتریس صفر ی 9˟𝟘9که  
( 29) ۀ( در رابط31( و )30ی )هارابطه گذاریجای

 خواهد آمد: دستبهنمایی زیر  ۀدستگاه معادل
(32) Ẋ = 𝔹X 

 

 خواهد بود: 𝔹که در حالت کشسان ماتریس 

(33) 𝔹 =
2G

R
[
𝟘9˟9 ė

0T 0
]
10˟10

 

 

وابسته  𝔹مومسان ماتریس و چون در حالت کلی کشسان
( ناخطی خواهد 32دیفرانسیل ) ۀاست، معادل Xبه بردار 

 شد. 
 

 سازگاری الگوریتم عددی

 زمانهم طوربهتاکر شرط زیر از شرایط کان2چه چنان
 مومسان قرار داریم: ۀدر محدود ،برآورده شود

 یعنی: ؛تنش روی سطح تسلیم قرار گیرد-1

 

(34) ‖Xs‖2 = (X0)2 

سمت خارج از سطح تسلیم جهت رشد کرنش باید به-2
 ( باشد:35) ۀو مطابق رابط

 
(35) (Xs)Tė > 0 

 تنش سازیبهنگامالگوریتم 

تنش،  سازیبهنگاممعمول برای ارائه روش  صورتبه
در نظر گرفته  tn+1تا  tnکلی اززمانی یک گام شبه

 sn ،en ،αnی متغیرها t=tnدر زمان  کهنا؛ همچنشودمی
tو نیز کرنش در زمان  γnو  = tn+1  که باen+1  نمایش

ست. بنابراین، الگوریتم پیشنهادی امعلوم  ،شودمیداده 
شده و ی مومسانی، تنش بهنگامهامعادلهباید ضمن حل 

tرا در زمان  متغیرهاسایر  = tn+1 ورد. اکنون، بیا دستبه
( از شرط نخستین زیر 32دیفرانسیل ) ۀبرای حل معادل

 : شودمیاستفاده  tnدر لحظه 
(36) Xn = {

Xn
s

Xn
0} 

 

 :است زیر صورتبه( 32صورت پاسخ معادله ) در این

 
(37) Xn+1 = exp(𝔹Δt) Xn 

 

ثابت  𝔹باید ماتریس  exp(𝔹Δt) ۀبرای محاسب 

در طول گام مومسان دارای  𝔹 ماتریساما چون  ،باشد
، برای حل در روش نمایی صریح یستمقدار ثابت ن

مقدار آن در هر گام زمانی ثابت و برابر مقدار آن در آغاز 
 نوشت: توانمیو  شودمیپنداشته  𝔹nگام زمانی یعنی 

 
(38) Xn+1 = exp(𝔹nΔt) Xn = �̅�nXn 

 

زیر  ۀهای کشسان و مومسان رابطدر حالت �̅�nکه  
 را دارد:

(39) 

�̅�n = 

{
 
 

 
 �̅�e = [

𝕀9˟9
2G

Rn
Δe

0 1

]

�̅�p = [
𝕀9˟9 + (a − 1)Δϕ̂Δϕ̂

T bΔϕ̂T

bΔϕ̂T a
]

 

 

 صورتبه( 39) ۀشده در رابطکارگرفتههپارامترهای ب 

 :شودمیزیر تعریف 
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(40) 

Δ𝛟 = Δ𝐞 + 

𝒖
𝒏𝒏
𝑻𝛥𝒆

2�̅� + �̅�(𝑅𝑠 + 𝑅0 − 𝑅𝑛)𝒏𝒏
𝑇𝐻𝑛𝑙𝜶𝑛

𝐻𝑛𝑙𝜶𝑛 

(41) 

𝑎 = cosh 𝑔      𝑏 = sinh 𝑔   

 𝑔 =
2𝐺

𝑅n
‖Δ𝛟‖ 

(42) Δϕ̂ =
Δϕ

‖Δϕ‖
 

   

 شعاع سطح تسلیم سازیبهنگام

 توانمی( و با یک رویکرد صریح 14) ۀبا استفاده از رابط
𝛾n+1  د:کرزیر محاسبه  صورتبهرا 

 

(43) 
𝛾n+1

= 𝛾n +
2𝐺(𝐧n

TΔ𝐞)

2�̅� + �̅�(𝑅s + 𝑅0 − 𝑅n)𝐧n
T𝐻nl𝛂n

 

 ۀو با استفاده از رابط 𝛾n+1اکنون، با داشتن مقدار  
 :آیدمی دستبه 𝑅n+1( مقدار 11)

 
(44) 𝑅𝑛+1 = 𝑅0 + 𝑅𝑠[1 − exp(−�̅�𝛾n+1)] 

 

 سازیبهنگاممومسان )الگوریتم کلی حل کشسان

 تنش(

نخست مقدارهای آزمایشی در حالت کشسان محاسبه 
 .شودمی
(45) 𝐗n+1

Tr = 𝔾e𝐗n 

 

دستهبآزمایش  ،سپس، برای بررسی درستی پاسخ 
 :شودمیگرفته  کارهزیر ب ۀآمده رابط

 
(46) ‖𝐗n+1

s‚Tr‖ ⩽ Xn+1
0‚Tr 

  

کشسان  ۀ( برقرار باشد، در محدود46) ۀاگر رابط  
و پاسخ نهایی  پذیرفتنیآمده دستبهقرار داریم و پاسخ 

مومسان است صورت رفتار ماده کشساناست. در غیر این
های کشسان و مومسان از هم جدا شوند. و باید قسمت

 ۀکه در باز شودمیمعرفی  ایگونهبه 𝛼پارامتر  ،برای این
-1) ۀکشسان و محدود ۀناحی 𝛼Δ𝑡 ۀ، محدودΔ𝑡زمانی 

α)Δt د. با این نکمومسان را مشخص میکشسان ۀناحی

 زیر را دارد: ۀرابط 𝛼شرایط 

(47) 𝛼 =
√C2 − DM − C

D
 

(48) 

{
 
 

 
 D =  (

2G

Rn
𝐗n
0‖Δ𝐞‖)

2

C =
2G

Rn
𝐗n
0(𝐗n

0)TΔ𝐞

  M = ‖𝐗n
s‖2 − ‖𝐗n

0‖2 

 

 ۀنقط ، تنش افزوده در𝛼آمدن پارامتر دستبهبا  

 آورد: دستبهزیر  ۀبا رابط توانمیبرخورد را 

(49) 𝐗c = 𝔾c𝐗n 

(50) 𝔾𝐜 = [
𝕀9˟9

2𝐺

𝑅𝑛
𝛼Δ𝐞

𝟎T 1

] 

 ۀتنش در گام کشسان در رابط ۀاکنون، برای محاسب 
و در گام  شودمیاستفاده  Δ𝒆جای هب 𝛼Δ𝒆( از 39)

 Δe(α-1)از  Δeجای ه( ب39) ۀمومسان نیز در معادل
و پس از آن بردار تنش  �̅�pتا ماتریس  شودمیاستفاده 
 ی زیر محاسبه شود.هارابطهبا  𝐗n+1افزوده 

 

(51) 

�̅�n= 

{
  
 

  
 �̅�𝐞 = [

𝕀9˟9
2𝐺

𝑅n
𝛼Δ𝐞

𝟎 𝟏

]

�̅�𝐩 = [
𝕀9˟9 + (a − 1)Δ�̂�Δ�̂�

T b𝚫�̂�T

bΔ�̂�T a
]

 

(52) 

Δ𝛟 = (1 − α)Δ𝐞 + 

𝐮
𝐧𝐧
𝐓(1 − α)Δ𝐞

2�̅� + �̅�(𝑅𝑠 + 𝑅0 − 𝑅𝑛)𝐧𝐧
T𝐻nl𝛂n

𝐻nl𝛂n 
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(53) 𝑎 = cosh 𝑔   𝑏 = sinh 𝑔    𝑔 =
2𝐺

𝑅n
‖Δ𝛟‖ 

(54) Δ�̂� =
Δ𝛟

‖Δ𝛟‖
 

(55) 𝐗n+1 = �̅�n𝐗n 

 

 ی نو در روش پیشنهادیهاسازیرابطه

دستبهشده برای در الگوریتم ارائه کهاین بهباتوجه
 ( از شعاع سطح تسلیم 38) ۀدر رابط 𝔹𝐧آوردن ماتریس 

Rn  و تنش بازگشتی𝛂n استفاده  در آغاز گام مومسان
روش ماهیت صریح دارد. از طرفی، وجود  نتیجهدرشد، 

ه ک شودمیسبب  و پویای ناخطی همگن شوندگیسخت
ل و تنش بازگشتی در طوبا تغییر شعاع سطح تسلیم 

نیز  𝔾pماتریس مومسان گام بارگذاری، بخش کشسان
شده دقت کافی را ارائهصریح تغییر کند. بنابراین، روش 

 ۀمحاسبات، شیو جا، برای افزایش دقتندارد. در این
 سازیرابطهو این  شودمی سازیرابطه ضمنینیمه

 𝔹𝐧خواهد شد که در برپاکردن ماتریس  انجام ایگونهبه
 وبتوان شعاع سطح تسلیم   𝛂nو  𝑅nجای استفاده از هب

خواه در طول گام را از هر نقطه دلتنش بازگشتی 
 در تمام طول متغیرهامومسان برداشت کرد. سپس، این 

ارامتر پ ،. برای اینشودمیگام زمانی ثابت در نظر گرفته 
. برای شودمیدر نظر گرفته  (1‚0] ۀدر باز rعددی 
ر دو تنش بازگشتی مقدار شعاع سطح تسلیم  ۀمحاسب

باید  ،در محدوده مومسان r(1-α)Δtخواه دل ۀلحظ
آورد.  دستبهرا در همان لحظه  𝛾و  n ی متغیرها

زیر  صورتبه( 43( و )12(، )9ی )هارابطهبنابراین، 
 :شودمیبازنویسی 

(56) 𝐧n+α+r(1−α) =
𝚺n+α+r(1−α)

‖𝚺n+α+r(1−α)‖
 

(57) 
𝛂r = 𝛂n+α+r(1−α) = 

 
HkinHnl𝐧c − Hnlλr𝛂n + 𝛂n 

(58) 
𝛾𝐫 = 𝛾𝐧 + 

2𝐺𝐧r
T𝑟(1 − 𝛼)Δ𝐞

2�̅� + �̅�(𝑅s + 𝑅0 − 𝑅c) − 𝐧r
T𝐻nl𝛂𝑟

 

محاسبه شعاع سطح ، برای 𝛾𝐫آمدن دستبهپس از  

بازنویسی  r(1-α)Δtخواه دل ۀ( در لحظ11) ۀرابط ،تسلیم
 :شودمی
(59) 𝑅r = 𝑅n+α+r(1−α) = 𝑅𝟎 + 

+𝑅s[1 − exp (−�̅�𝛾𝐫)] 
 

ترتیب زیر به توانمیسایر پارامترهای مورد نیاز را نیز 

 آورد: دستبه r(1-α)Δtخواه دل ۀدر لحظ

 
(60) Δ𝐞r

p
= 𝜆r𝐧

c 

(61) 𝐧c =
Ʃ
c

‖Ʃ
c
‖
=
𝐗c
s

X0
 

 ۀقسمت انحرافی تنش و بردار تنش انتقالی در لحظ 
 ی زیر را دارد:هارابطه ،مدنظر

(62) 𝐬r = 𝐬
c + 2𝐺𝑟(1 − 𝛼)Δ𝐞 − 2𝐺Δ𝐞r

p 

(63)   𝚺r = 𝐬r − 𝛂r 

( بازنویسی و 39) ۀآمده رابطدستبهی هادادهبا  
 :آیدمی دستبه 𝔾pماتریس 

 

(64) 𝔾p  = [
𝕀9˟9 + (𝑎 − 1)Δ�̅�Δ�̅�

T 𝑏Δ�̅�

𝑏Δ�̅�T 𝑎
  ] 

(65) 

Δϕ = (1 − 𝛼)Δe 

+
𝐧𝐫
T(1 − α)Δ𝐞

b̅(Rs + R0 − Rr) − 𝐧r
THnl𝛂r

Hnl𝛂r 

 ند از:اعبارت bو  g ‚ 𝑎ی متغیرهاو 

(66) g=
2𝐺

𝑅r
‖Δ𝛟‖ 

(67  ) a = cosh g        
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(68) b = sinh g 

( مقدار 55) ۀاز رابط 𝔾pآمدن دستبه، با انجامسر 

Xn+1 آیدمی دستبه. 
 

 ی عددیهاآزمون

 ۀتاریخچ2برای بررسی درستی و دقت روش پیشنهادی، 
نشان  2و  1ی هاشکلبارگذاری کرنش نامتناسب که در 

 Chromium-nickel مختلفماده 2، به است داده شده

Stainless Steel X5CRNR18.9  وCarbon Steel 

CK15  های ها مؤلفه. در این بارگذاریشودمیاعمال
های کرنش، صفر و سایر مؤلفه ԑ12و  ԑ11کرنش شامل 

 در نظر گرفته شده است. 

 :Carbon Steel CK15[22]مشخصات مکانیکی 

 
E = 2800 MPa      Hkin =

2

3
× 1900 MPa    

 Hnl = √
2

3
× 8.5    R0 = √

2

3
× σy‚0 = √

2

3
×

300     b̅ = 10    Rs = 25    ν = 0.3 

 

 Chromium-nickel مشخصات مکانیکی 

Stainless Steel X5CRNR18.9 [13]: 

 
E = 2800 MPa  ν = 0.3   Hnl = 525   b̅ = 0 

R0 = √
2

3
× σy‚0 = √

2

3
× 170,  Rs = 0 

Hkin = 41080 MPa          

 
 

 [23]نخستبارگذاری مسیر کرنش  ۀتاریخچ 1شکل 
 

 
 

 [8]بارگذاری مسیر کرنش دوم  ۀتاریخچ 2شکل 
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 Carbon Steel CK15مقایسۀ روش اولر پسرو و روش جدید با مسیر کرنش نخست در مادۀ  3شکل

 
 

 با مسیر کرنش دوم Carbon Steel CK15در مادۀ  مقایسۀ روش اولر پسرو و روش جدید 4شکل 

 

 ۀتاریخچ2برای بررسی درستی این روش،  

، به هر 2و 1ی هاشکلشده در بارگذاری کرنش معرفی
. شودمیهنگام ها بوارد و تنش شدهماده آزمون2یک از 

با روش نو  σ11شده تنش بهنگام ۀسپس، نمودار مؤلف

ی اولر پیشرو و پسرو برای گام هاروشپیشنهادی و نیز 
ی هاشکلدر نمودارهای  𝛥t =0.001 secزمانی کوچک 

شده در شیوه ارائه کهاین بهباتوجه. شودمیرسم  10تا  3

 استشده  انجام ایگونهبه هاسازیرابطهدر این پژوهش 
خواه در طول گام دل ۀرا از هر نقط هادادهکه بتوان 

مومسان برداشت کرد، در محاسبات این قسمت در روش 

در نظر گرفته شده است. همچنین،   r=0.5نو پیشنهادی
برای  توانمیمانند این محاسبات را د کنخاطرنشان می

 داد. انجامهای تنش نیز سایر مؤلفه

ی هاشکلروش در 3که برای هر  σ11نمودار تنش  

که تنش دهدمیروشنی نشان به است، رسم شده 10تا  3
شده با روش نو پیشنهادی و نیز پاسخ های بهنگام

ماده 2ی اولر پسرو و پیشرو برای هاروشآمده از دستبه

مدنظر، عملاً باهم یکسان بوده است و درستی 
 نتیجه گرفت. توانمیشده را انجام سازیرابطه
برای بررسی دقت این روش، خطای نسبی محاسبه  

برای  𝛥t=0.025 sec و نمودار آن در گام زمانی کاربردی
ی اولر پسرو و پیشرو رسم هاروشروش نو پیشنهادی و 

در  r=0.5روش نو پیشنهادی  جا هم در. در اینشودمی

 ۀ. برای محاسبه خطای نسبی از رابطشودمینظر گرفته 
 :شودمیزیر استفاده 

(69) 𝐸n
σ =

‖𝛔n − �̅�n‖

‖�̅�n‖
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 Carbon Steel CK15 مقایسۀ روش اولر پیشرو و روش جدید با مسیر کرنش نخست در مادۀ 5شکل 

 

 
 

 دوم کرنش مسیر با Carbon Steel CK15 ۀروش اولر پیشرو و روش جدید در ماد ۀمقایس 6شکل

 
 

 Chromium-nickel Stainless Steel X5CRNR18.9مقایسۀ روش اولر پسرو و روش جدید با مسیر کرنش نخست در مادۀ  7شکل 
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 Chromium-nickel Stainless Steel X5CRNR18.9مقایسۀ روش اولر پسرو و روش جدید با مسیر کرنش دوم در مادۀ   8شکل  

 

 

 

 Chromium-nickel Stainless Steel X5CRNR18.9 مقایسۀ روش اولر پیشرو و روش جدید با مسیر کرنش نخست در مادۀ 9شکل 

 

 
 

 Chromium-nickel Stainless Steel X5CRNR18.9 مقایسۀ روش اولر پیشرو و روش جدید با مسیر کرنش دوم در مادۀ 10شکل 
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 با مسیر کرنش نخست Carbon Steel CK15 مادۀ های اولر پیشرو و اولر پسرو براینمودار خطای نسبی روش 11شکل 

 

 
 

 با مسیر کرنش نخست Carbon Steel CK15 نمودار خطای نسبی روش جدید برای مادۀ 12شکل 

 

 

Enدر این رابطه  
σ ،خطای نسبی،  ۀانداز𝛔𝒏  تنش

𝑡 ۀ شده در لحظبهنگام = 𝑡𝑛  و�̅�𝒏  بردار تنش دقیق

 روش اولر پسرو با گام ،تنش دقیقۀ است. برای محاسب
 .شودمیاستفاده  𝛥t=0.00001 secزمانی بسیار کوچک  

شده در نمودارهای خطای نسبی تنش رسم بهباتوجه 

دریافت که دقت روش اولر  توانمی 18تا  11ی هاشکل
پسرو از روش اولر پیشرو بیشتر بوده و دقت روش نو 

نشان که استی اولر هاروشپیشنهادی بسیار بیشتر از 

 ضمنینیمه ۀشیو ادیزتوانمندی و دقت  ۀدهند
 شده است.سازیرابطه

به پاسخ دقیق برای  گراییهمدر این قسمت نرخ  

روش نمایی صریح و ی اولر پیشرو، اولر پسرو، هاروش

مسیر کرنش یکم 2نو پیشنهادی برای  ضمنینیمهروش 
. برای این، خطای نسبی مجموع شودمیو دوم بررسی 

 :شودمیزیر تعریف  ۀ)کل( با رابط

 
(70) 𝐸𝑇

𝜎 =∑
‖𝝈𝒏 − �̅�𝒏‖

‖�̅�𝒏‖
  

 
گام زمانی 4خطای نسبی مجموع برای  ۀمحاسب 

 r=0.5و با  𝛥t=0.0125‚ 0.025‚ 0.05‚ 0.1 secمختلف 
اند انتخاب شده ایگونهبههای زمانی . گامشودمی انجام

که طول هر گام دوبرابر گام پیشین باشد. نتیجه محاسبات 
 ارائه شده است.  4تا  1های این قسمت در جدول
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 با مسیر کرنش دوم Carbon Steel CK15 ی مادۀهای اولر پیشرو و اولر پسرو برانمودار خطای نسبی روش 13شکل 

 
 

 با مسیر کرنش دوم Carbon Steel CK15برای مادۀ  نمودار خطای نسبی روش جدید 14شکل

 
 

 های اولر با مسیر کرنش نخست برای مادۀنمودار خطای نسبی روش 15شکل 

 Chromium-nickel Stainless Steel X5CRNR18.9 
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 نسبی روش جدید با مسیر کرنش نخست برای مادۀنمودار خطای  16شکل 

Chromium-nickel Stainless Steel X5CRNR18.9 
 

 
 

 های اولر با مسیر کرنش دوم برای مادۀنمودار خطای نسبی با روش 17شکل 

 Chromium-nickel Stainless Steel X5CRNR18.9 

 

 مادۀ نمودار خطای نسبی روش جدید با مسیر کرنش دوم برای 18شکل 

 Chromium-nickel Stainless Steel X5CRNR18.9 
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 با مسیر کرنش نخست  Carbon Steel CK15 محاسبۀ خطای نسبی کل برای 1جدول 
 

  روش  اولر پسرو روش اولر پیشرو روش نمایی صریح روش نو پیشنهادی

0.8979 × 10−4 0.8452× 10−3 0.4673 0.4956 Δ𝑡 = 0.1 

0.1963 × 10−4 0.4231× 10−3 0.2760 0.2642 Δ𝑡 = 0.05 

0.4809× 10−5 0.2147× 10−3 0.1457 0.1387 Δ𝑡 = 0.025 

0.1242× 10−5 0.110× 10−3 0.0754 0.0721 Δ𝑡 = 0.0125 
 

 

 مسیر کرنش دوم باCarbon Steel CK15 نسبی کل برای  خطایمحاسبۀ  2جدول 
 

  روش اولر پسرو روش اولر پیشرو روش نمایی صریح روش نو پیشنهادی

0.1603× 10−3 0.1000× 10−2 0.5531 0.6430 Δ𝑡 = 0.1 

0.3634 × 10−4 0.5201 × 10−3 0.3131 0.3411 Δ𝑡 = 0.05 

0.8598× 10−5 0.2598 × 10−3 0.1738 0.1760 Δ𝑡 = 0.025 

0.2090× 10−5 0.1299 × 10−3 0.0910 0.0894 Δ𝑡 = 0.0125 
 

 محاسبۀ خطای نسبی کل با مسیر کرنش نخست برای 3جدول 

 Chromium-nickel  Stainless Steel X5CRNR18.9 
  روش اولر پسرو روش اولر پیشرو روش نمایی صریح روش نو پیشنهادی

0.3830× 10−1 0.1615 0.6419 0.7342 Δt = 0.1 

0.9400× 10−2 0.0769 0.3695 0.3895 Δt = 0.05 

0.2400× 10−2 0.0377 0.1925 0.2025 Δt = 0.025 

0.6016× 10−3 0.0186 0.0986 0.1043 Δt = 0.0125 
 
 

 محاسبۀ خطای نسبی کل با مسیر کرنش دوم برای 4جدول 

Chromium-nickel  Stainless Steel X5CRNR18.9 

  روش اولر پسرو روش اولر پیشرو روش نمایی صریح روش نو پیشنهادی

0.2570× 10−1 0.1280 0.4849 0.4957 Δ𝑡 = 0.1 

0. 6400× 10−2 0.1076 0.3066 0.2643 Δ𝑡 = 0.05 

0.1500× 10−2 0.1220 0.1747 0.1387 Δ𝑡 = 0.025 

0.3739× 10−3 0.1337 0.0923 0.0721 Δ𝑡 = 0.0125 

 
 

 ها از نقاط مختلف گام مومسان با مسیر کرنش نخست با رسم نمودار خطای نسبی برایمقایسۀ برداشت داده 19شکل 

Carbon Steel CK15 



 مهرداد شریفیان - مهرزاد شریفیان -شیخی مجتبی عفیفه گل …های بنیادیضمنی از معادلهنیمهروش گیری بهاولیهتابع

 

 

127 

 
 گام مومسان با مسیر کرنش دوم با رسم نمودار خطای نسبی برایها از نقاط مختلف مقایسۀ برداشت داده 20شکل 

 Carbon Steel CK15 
 

 ،شودمیها مشاهده گونه که در این جدولهمان 
ی اولر پیشرو، اولر پسرو و روش نمایی صریح هاروش

ند؛ زیرا در هر مرحله با نصفایکم ۀدارای دقت مرتب
طای نسبی کل نیز به نصف خ ،شدن طول گام بارگذاری

نو پیشنهادی دارای  ضمنینیمهه است. اما روش رسید

شدن گام بارگذاری، زیرا با نصف ؛دوم است ۀدقت مرتب
 ه است.رسید چهارمیکمقدار خطای نسبی کل به 

 سازیبهنگامهای عددی یادشده برای در بررسی 
𝑟میانی گام مومسان  ۀله از نقطئی مسهادادهتنش،  =

که  شودمی( برداشت شده بود. اکنون بررسی (0.5
از گام مومسان با روش  اینقطهاز چه  هادادهبرداشتن 

نجر م هاپاسخین تردقیقنو پیشنهادی به  ضمنینیمه
نمودار خطای نسبی برای ماده  ،خواهد شد. برای این

Carbon Steel CK15  زمانیدر گام Δ𝑡 = 0 ∙ 1 𝑠𝑒𝑐 

بارگذاری کرنش محاسبه و رسم  ۀتاریخچ2برای هر 
در نظر گرفته  rبرای  0.75 ‚0.5 ‚0.25مقدار 3و  شودمی
رسم شده  20و  19ی هاشکل. نمودارها در شودمی

 است.
دریافت که  توانمی شدهنمودارهای اشاره بهباتوجه 

در نظر  r=0.5ه کمترین خطای نسبی هنگامی است ک
گام  میانیۀ از نقط هادادهگرفته شود. بنابراین، برداشت 

 خواهد شد.  هاپاسخین تردقیقمومسان منجر به 
 

 گیرینتیجه

مایسز همراه با در این پژوهش، الگوی مومسانی وان
همگن ناخطی شابوش و  شوندگیسختهای قانون

فردریک در پویای ناخطی آرمسترانگ شوندگیسخت
ی کوچک در نظر گرفته شد. برای هاشکلتغییر  ۀمحدود
 ۀایبرپ ضمنینیمهی بنیادی مدنظر، یک شیوه هامعادله

 .شد سازیرابطهنگاشت نمایی 
 ۀبرپای ضمنینیمهی هاروشباید دانست که در  

شعاع سطح تسلیم و  ۀباید از انداز ،نگاشت نمایی
یند حل ادر فر ۀی داخلی مومسانی در یک نقطمتغیرها
که  استخراج شد ایگونهبه هارابطهد؛ در اینجا کراستفاده 

ای در میان این امکان فراهم باشد که بتوان از هر نقطه
 .دکری مزبور را محاسبه متغیرهابخش مومسانی 

ه نو شیو گراییهمبررسی درستی، دقت و نرخ  برای 
ا ب هاپاسخی عددی استفاده شد و هاآزمونپیشنهادی از 

ی اولر پیشرو، اولر پسرو و نمایی صریح سنجش هاشرو

و  را تأیید کرد درستی روش نو پیشنهادی هایافتهد. ش
شده دارای استخراج گیریاولیهتابعۀ نشان داد که شیو

ی پیشین موجود هاروشین دقت در مقایسه با یشترب

به پاسخ دقیق برای  گراییهم. از سوی دیگر، نرخ است
دوم است که یک توانمندی  ۀنو پیشنهادی از مرتب ۀشیو

 .شودمهم محسوب می
ها از یکحالت برداشت داده3سپس، محاسبات در  
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چهارم پایانی و نقطه میانی گام چهارم نخست، یک
حالت رسم 3و نمودار خطای نسبی هر  انجاممومسانی 

حالت با یکدیگر 3د؛ سنجش نمودار خطای نسبی این ش

 که شعاع دهدمیزمانی رخ  هاپاسخبهترین نشان داد که 
یانی م ۀی داخلی مومسانی از نقطمتغیرهاسطح تسلیم و 

 د.شوگام مومسان برداشت 

 

 نامهواژه
 

 a تنش بازگشتی

های سخت شوندگی ضریب

s,b همگن R 

 B ماتریس کنترل

 e کرنش انحرافی

e کرنش کشسان انحرافی
e 

p کرنش مومسان انحرافی
e 

σ خطای نسبی تنش

nE 
σ خطای نسبی کل

tE 
 F تابع سطح تسلیم

 G ضریب کشسانی برشی
 G ماتریس ضرایب

 شوندگی پویاهای سختضریب
kin nl,H H 

 I ماتریس همانی
 K مدول بالک

 n بردار یکه عمرد بر سطح تسلیم
 p تنش حجمی

 R شعاع سطح تسلیم
 شعاع سطح تسلیم نخستین

0R 
 s تنش انحرافی

 

 نمادهای یونانی
  تنش بازگشتی انحرافی

 t گام زمانی

 & ضریب مومسانی

  نمو ضریب مومسانی
  تنش

  تنش انتقالی )جابجاشده(
  بُعدتنش انتقالی بی
  کرنش حجمی
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1. Introduction 

In the elastoplastic analyses, when the loading 

continues beyond the yielding stress and the 

materials endure the plastic deformations, the 

stress and the internal variables in the plasticity 

should be updated by integrating the constitutive 

equations. In this kind of non-linear finite element 

analysis, the integration process is performed on 

Gauss points of the elements in each iteration of 

every loading increment. On the other hand, since, 

generally there is no closed-form analytical 

solution for this process, usually numerical 

methods for stress-updating process are used. 

It should be noted that the accuracy of the 

integration method of the constitutive equations 

influences strongly the final answers of the 

analysis. Therefore, many researches have tried to 

develop and increase the accuracy and the 

efficiency of integration schemes. 

In this research, to increase the accuracy of the 

stress-updating process, a semi-implicit method 

for integrating the elastoplastic constitutive 

equations is suggested. In fact, here, the von Mises 

yield surface along with Chaboche nonlinear 

isotropic hardening and Armstrong-Frederick non-

linear kinematic hardening are considered. 

For using the exponential based integration 

algorithm, the system of the differential 

constitutive equations must be firstly transformed 

into the augmented stress space to develop the 

augmented system of the differential equations in 

the general form of  �̇� = 𝔹𝐗. In this equation, 𝐗 is 

an augmented stress vector with n + 1 components, 

and 𝔹 is an 𝐗-dependent matrix in a nonlinear 

hardening model. Therefore, if the coefficient 

matrix 𝔹 is considered to be constant during a load 

step, the aforementioned system of the differential 

equations can be solved in a closed-form way. 
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2. The Semi-implicit Exponential Method 

In the present study, to solve the augmented 

system of the differential equations the authors 

used a semi-implicit procedure. To do this, in the 

first stage, the value of the yield surface radius and 

the back stress in the middle of the elastic-plastic 

part of the load step are calculated, and then the 

values are applied for computing the coefficient 

matrix 𝔹. As a result, this process will increase the 

accuracy of the solution as well as the convergence 

rate of the solution from the first-order 

convergence rate to the second-order convergence 

rate. 

In this research, firstly, the scheme is 

developed in a general form for a desired point in 

the elastoplastic part of the load step. Then, the 

calculations are done for a special case in which 

the radius of the yield surface is taken from the 

midpoint of the elastoplastic part of the load step. 

Moreover, the solution is done based on the 

computation of the radius of the yield surface for 

three points located in the first quarter, the last 

quarter, and the midpoint of the interval of the 

elastoplastic load step. Afterwards, by plotting the 

stress relative errors of the solution, it is examined 

to see picking up the data from which point of the 

elastoplastic load step leads to the most accurate 

answers. 

 

3. Numerical Tests   
In order to evaluate the correctness, accuracy and 

convergence rate of the new integration scheme, 

the answers of the proposed method are examined 

by the numerical tests and comparing the solution 

with the backward Euler method, the forward 

Euler method and the explicit exponential method. 

To check the accuracy of this method, two 

strain loading histories are applied to the two 

materials and the corresponding stresses are 

updated. 

In the calculations of this section, for the 

proposed method, the plastic internal variables are 

taken from the midpoint of the elastoplastic load 

step. The comparison of the resulting diagrams for 

three methods in question, considering very fine 

load step, clearly shows that the updated stress of 

the proposed method as well as the response 

obtained from the backward and forward Euler 

methods are practically the same and the 

correctness of the derived relationships can be 

concluded. 
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To evaluate the accuracy of the method, the 

relative stress errors are calculated by 𝐸n
σ =

‖𝛔n−�̅�n‖

‖�̅�n‖
 for the practical load steps. In the 

aforementioned equation, 𝛔𝒏 is the updated stress 

at the time 𝑡 = 𝑡𝑛 by the integration method and 

�̅�𝒏 is the stress calculated by the backward Euler 

method with very fine load step which is 

considered as an exact solution.  

The stress relative error diagrams illustrate 

that the accuracy of the proposed method is much 

higher than the other methods in question, which 

proves the high capability and accuracy of the new 

semi-implicit method. 

Moreover, to check the convergence rate to the 

exact answer, the total stress relative errors for the 

different load steps are computed by the 

integration schemes. The findings show that all the 

forward Euler method, the backward Euler method 

and the explicit exponential method have the first-

order convergence rate as it is expected; However, 

the proposed new semi-implicit method poses a 

second-order convergence rate, i.e., by halving the 

loading step, the error of the updated stresses is 

reduced in a quarter. 

Finally, it is examined that for the new 

proposed semi-implicit method, taking data from 

which point of the elastoplastic part of the load 

step will lead to the most accurate answers. The 

results demonstrate that the midpoint of the 

elastoplastic part of the load step yields the most 

accurate answers. 

 

4. Conclusion   
In this research, the von Mises yielding model 

along with the mixed non-linear hardenings was 

considered in the small strain realm, and a semi-

implicit integration based on the exponential 

mapping method was proposed. 

The obtained augmented system of differential 

equations is solved, using the value of the variables 

by a point in the interval of the elastoplastic part of 

the load step. This strategy leads to the high 

precision as well as the second-order rate of the 

convergence which is a desirable feature for an 

integration algorithm in plasticity. 

In order to examine the suggested semi-

implicit integration scheme, a broad range of the 

numerical tests was performed. In the numerical 

studies, the classical forward Euler and backward 

Euler methods and the explicit exponential 

mapping scheme are utilized to compare the results 

of the new method with the aforementioned 

schemes. 

All the findings demonstrated the high 

performance and robustness of the proposed semi-

implicit second-order exponential-map algorithm. 

 


