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اي در لبه آزاد ورق چند لايه  هاي بين لايهتنش در اين مقاله، يك حل تحليلي براي بررسي اثر كوپلينگ الكترومكانيكي بر روي  چكيده
در مورد اثر لبه آزاد در يك ورق چند به تحقيق  ،به همين منظور با استفاده از يك روش تغييراتي. دار ارائه گرديده استپيزوالكتريك زاويه

دوم،  ي كارگيري تئوري تغيير شكل برشي مرتبهبا به. لايه پيزوالكتريك با طول نامحدود و تحت كرنش طولي يكنواخت پرداخته شده است
آمده با نتايج  دست بهليلي هاي تح حل چنين هم. م شده استنجاااي بين تحليل چند لايه پيزوالكتريك در دو حالت كوپل و غير كوپل  مقايسه

هاي بين   آمده حاكي از آن است كه تأثير كوپلينگ الكترومكانيكي بر تنش دست بهنتايج . مورد مقايسه و بحث قرار گرفته است ،عددي موجود
  .دار است زاويه ي خيلي بيشتر از چند لايه ،متعامد ي اي در لبه آزاد چند لايهلايه

 
    اي، حل تحليليهاي بين لايه آزاد، مواد پيزوالكتريك، تنش اثر لبه  كليدي هاي واژه 
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Abstract In this paper, an analytical solution is presented to consider the effect of electromechanical 
coupling on the interlaminar stresses at the free-edge of an angle-ply piezoelectric laminated plate. To 
this end, a variational approach is used to investigate the free-edge effect in a long laminated 
piezoelectric plate under uniform axial strain. A comparison of coupled and uncoupled piezoelectric 
analysis is performed using the second-order shear deformation plate theory. The analytical solutions are 
discussed and compared with numerical results available in the literature. It is found that the 
interlaminar stresses at the free-edge are significantly higher in the coupled case for cross-ply laminates, 
whereas the coupling effect for the symmetric angle-ply laminate is of minor significance. 
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  مقدمه
 ،ز هندسـي و مـادي  اصولاً هر نوع ناپيوستگي اعم ا     
. سـازد  غيرممكن ميگاهي و  شكلمهاي تحليلي را حل

ــي د   ــتگي هندس ــه  ناپيوس ــر چ ــن و   راگ ــواد همگ م
ناپيوستگي  يل و ،شود بر حسب نياز ايجاد ميغيرهمگن 

هـا بـه صـورت     همگن و كامپوزيـت  مادي در مواد غير
كامپوزيـت   رتحليـل مـواد   مـواره د لـذا ه  ؛باشد ذاتي مي

رنظــر گرفتــه شــود و  د بايســتي اثــر ناپيوســتگي مــادي
در  وصخصه هاي مادي را ب هايي كه ناپيوستگي لتحلي

هـاي هندسـي    هاي آزاد و اطراف ناپيوستگي نزديكي لبه
دقيـق نبـوده و فاقـد كـارآيي لازم      ،گيرنـد       در نظر نمـي 

هوشمند كـه   مركب تحليل مواد ،در اين ميان. باشند مي
باشـند از   فعـال مـي   يها كامپوزيت با لايه ي نوعي ماده

اين اهميت بدان جهت  .اي برخوردار است اهميت ويژه
پلينـگ الكترومكـانيكي   وسـبب ك  ،فعال ي است كه لايه

رود كه  افزايد و انتظار مي شده و بر پيچيدگي تحليل مي
هـا و   سبب تشديد اثر ناپيوسـتگي مـادي در بـين لايـه    

  .شودآزاد  ي در لبه وصخص به
ــازه    ــمند  از س ــاي هوش ــت   يه ــه داراي قابلي ك

هـاي   در بسياري از كـاربرد  ،ي استعملگري و حسگر
بيـل،  ها، صنايع اتوم ها، ماهواره هندسي از قبيل هواپيمام
. شـود  استفاده مي سايل پزشكي، لوازم ورزشي و غيرهو

 هـاي هوشـمند بـا اسـتفاده از     وسيعي از سـازه  ي دسته
اي تقويت شده توسط الياف پيشرفته ساخته ه كامپوزيت

چند  ،هاي هوشمند يكي از انواع متداول سازه. شوند مي
هـاي   از لايـه  هـا  آني كامپوزيتي هسـتند كـه در   ها لايه

اضـافه شـدن لايـه    . پيزوالكتريك اسـتفاده شـده اسـت   
را از حالـت   كـامپوزيتي آن  هپيزوالكتريك به يك سـاز 
ــت ف   ــه حال ــال ب ــال درغيرفع ــت   آورده ع و دو قابلي

وجود ايـن دو  . افزايد ي و عملگري را به آن ميحسگر
هاي هوشمند و كاربردهاي جالـب   قابليت مهم در سازه

نظـر   و استفاده روز افزون اين مواد شده سبب توجه آن
محققين زيادي را بـراي كـار در ايـن حـوزه بـه خـود       

 وجـود  ،گونه كه گفتـه شـد   همان. معطوف داشته است
يـك سـو و     از  هـا  ناپيوستگي مادي در اين نوع سـازه 

سـبب مشـكل    ،مكانيكي از سوي ديگر وپلينگ الكتروك
. شـود  هاي آزاد مي تنش به خصوص در لبه تحليل نشد

هايي كه تا كنون براي بررسي اثـر   به همين علت تحليل
بــر اســاس اســت،  لبــه در ايــن نــوع مــواد ارائــه شــده

محـدود   جزاءاز روش ا عددي بوده و عمدتاً هاي روش
  .[11-1]استفاده شده است 

هاي هوشمند بدين صورت  ساختمان اغلب سازه  
ح بالا و پـايين  وپيزوالكتريك در سط ي است كه دو لايه

بـه صـورت وصـله در     اين كهيك هسته الاستيك و يا 
شـده و حتـي در    ههاي مورد نظر سازه چسـباند  قسمت

ــوارد  ــي از م ــه بعض ــ لاي ــه ــين اي پيزوالكتري ك در ب
 ي چسـباندن لايـه  . گيرد هاي كامپوزيتي قرار مي چندلايه

هاي مختلف سـازه و جـدايش   پيزوالكتريك در قسمت
اي  هاي بين لايـه   تنشآمدن  به وجوددر اثر  از سازه آن
هاي  وضعيت تنش در نزديكي لبه بودن بعديز سه و ني

يـل  بهاي مهـم شكسـت ايـن ق    آزاد منجر به يكي از مد
اين ناپيوستگي مادي منجر بـه تمركـز   . شود يها م سازه

هـا بـه    تـنش مقدار ايـن    و هب شدسچ ي تنش در لايه
عواملي چـون نـاهمگني خـواص مكـانيكي هـر لايـه،       
چگونگي تغييرات خواص مواد در راسـتاي ضـخامت،   

كوپلينگ بين تغيير  ،هاي هندسي روي مرزها ناپيوستگي
 در هـا  تـنش  مقدارعرضي و  صفحه و هاي داخل شكل
در طـي  . دارد بسـتگي  كامپوزيت ي آزاد چند لايه ي لبه

هـاي   اي و مكـانيزم  هـاي بـين لايـه    تنش اخيردهه  چند
توجـه مهندســين و   ،هـاي هوشــمند  شكسـت در ســازه 

اگر چه تئـوري  . محققين را به  خود جلب نموده است
بـا در   ليو ،خطي پيزوالكتريك به خوبي گسترش يافته

 يتحليل ـ يهـا  ومكانيكي حلنظر گرفتن كوپلينگ الكتر
 ـ  هندسـه و شـرايط مـرزي سـاده      امحدود به مسـائل ب

 يها آوردن حل دست بهكه  آن جااز . [12-10] باشد مي
هوشـمند بـا هندسـه و شـرايط      يها براي سازه يتحليل

اجـزاء  اغلـب از روش   ،باشـد  مرزي مختلف مشكل مي
 . شود آزاد استفاده مي ي در لبهتنش محدود براي تحليل 

   Yang رفتار مكانيكي يك تير  ،[13] شانكار همو
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 ي پيزوالكتريك و يـك هسـته   ي چند لايه شامل دو لايه
تحليـل  بـراي   ها آن. الاستيك را مورد مطالعه قرار دادند

هـاي  تـنش و تمركز تنش ناشي از هاي آزاد  تنش در لبه
وپـل سـه بعـدي    اجـزاء محـدود ك   روابط زاي ا ن لايهبي

تأثير كوپلينـگ   ،Becker [14]و  Artel . استفاده نمودند
 ي اي در لبـه  بين لايـه  هاي تنشبر روي  يالكترومكانيك
لايـه بـا خـواص پيزوالكتريـك را مـورد       دآزاد يك چن

بـا بـه كـارگيري روش اجـزاء      ها آن. قرار دادند بررسي
بـر   محدود به بررسـي تـاثير كوپلينـگ الكترومكـانيكي    

در . پرداختنـد آزاد  ي اي در لبـه  بين لايههاي  تنشروي 
نشان داده شد كـه بـا در نظـر گـرفتن اثـر       ،اين بررسي

 ،متعامـد  ي يك چنـد لايـه   كوپلينگ الكترومكانيكي در
 هـا  اين تنش ،آزاد ي در لبهها  تنشعلاوه بر منفرد بودن 

. باشـد  داراي مقدار بيشتري از حالت غيركوپـل آن مـي  
عمـل   بـا  چنـد لايـه   العمل اسـتاتيكي بـين يـك    عكس

 Goudenzi و Manini هاي پيزوالكتريك  توسـط   ندهكن
براي اين منظور از . مورد مطالعه قرار گرفته است ،[15]

بـالا اسـتفاده    ي مرتبـه  ي محدود چند لايـه اجزاء روش 
اين تحليـل بـا نتـايج     آمده از دست بهنتايج . شده است

از تطابق خوبي برخوردار بـوده  كه  مشابه مقايسه شده 
بـه تحقيـق در مـورد     Tekinalp [16] و Erturk .اسـت 

در يـك ورق چنـد لايـه بـا      چسـب  تغيير شـكل لايـه  
گيـري   بـه كـار   اب ها آن. اي پيزوالكتريك پرداختنده لايه

نشان دادند كه اگر چه  ،محدود خاص اجزاء يك روش
  ب و لايـه پيزوالكتريـك  س ـچ  هاي  بين لايهتغيير شكل

ب سلايه چ رهاي موضعي د تنش ، اماشبيه به هم هستند
آزاد خيلـي بيشـتر    ي متفاوت بوده و اين تفاوت در لبـه 

اجـزاء  چـه روش   اگـر . گـردد  شده و سبب جدايش مي
  بـراي  امـا  ،در مسـائل پيچيـده كارگشـا اسـت     محدود

هاي مختلف در يـك   مشخص نمودن ارتباط بين پارامتر
 Tahaniو  Izadi Najafabadi .نيسـت مسـأله مناسـب   

هـاي بـين    تنش ي راي محاسبهيك حل تحليلي ب ،[18]
تريك كپيزوال ي آزاد يك ورق چند لايه ي اي در لبه لايه

ت كــرنش يكنواخــت تحــمتعامــد متقــارن طويــل كــه 

 آمده حاكي از دست بهنتايج . ارائه نمودند ،ي بودورمح
آزاد و در  ي لبـه  در اي بـين لايـه    هاي تنشمنفرد  رفتار
  . استمرزي  ي لايه

يك حـل تحليلـي    ي ارائه ،هدف از اين پژوهش  
دقيق با در نظر گرفتن كوپلينـگ الكترومكـانيكي بـراي    

هـاي   قسـمت اي در  لايـه  هاي بين تنشبررسي وضعيت 
براي اين منظور يك چنـد  . باشد آزاد مي ي و لبه داخلي
. نظر گرفته شـده اسـت   خواص پيزوالكتريك در با لايه

ش تحـت كـرن   لايه متقارن و زاويه دار بوده و داين چن
. يكنواخت در جهت طولي قـرار گرفتـه اسـت    وريمح

 ي دو چنـد لايـه   ،براي آشكار شدن نتايج اين پـژوهش 
زاويه دار پيزوالكتريك مـورد   ي متعامد و يك چند لايه

تـأثير كوپلينـگ    چنـين  هـم . بررسي قرار گرفتـه اسـت  
 ي اي در لبـه  بين لايـه هاي  تنشالكترومكانيكي بر روي 

اي نشـان داده شـده    زاويـه  آزاد براي چنـدين چيـدمان  
چه حل تحليلي ارائه شده قابليت تعمـيم بـه    اگر. است
، هاي تغيير شكل برشي مراتب بالاتر را نيـز دارد  تئوري
دوم  ي از يك تئوري تغيير شكل برشي مرتبه جا  در اين

انـرژي   حـداقل  كارگيري اصـل  هبا ب. استفاده شده است
تنش،  يها هجنتممعادلات تعادل بر حسب  ،پتانسيل كل

سـپس بـا    ،آمده است دست بهالكتريكي و شار  گشتاور
 ـ -ش و كرنشنكر-تنشي روابط گذار جاي جـايي   هجاب

تعادل، معادلات تعـادل بـر حسـب ميـدان     معادلات  ر د
در نهايـت بـا حـل    . بـه دسـت آمـده اسـت     جايي جابه

شـرايط مـرزي   ديفرانسـيل و اعمـال    ي دستگاه معادلـه 
 هـاي  تكمي ـ ي و بقيـه  شـده   جـايي معلـوم   هميدان جاب

  . است شدهوابسته به آن محاسبه 
  

  معادلات حاكم
معادلات حاكم بـر يـك چنـد لايـه بـا       ،در اين قسمت

 ي اين چند لايـه . خواص پيزوالكتريك ارائه خواهد شد
ــه ــارن، زاوي ــذاري   متق ــوده و تحــت بارگ ــد ب دار و بلن

چند لايـه و سيسـتم    ي هندسه. باشد الكترومكانيكي مي
. نمايش داده شده است )1(ات انتخابي در شكل مختص

بــا در نظــر گــرفتن معــادلات ســاختاري خطــي مــواد  
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پيزوالكتريك، ضرائب الاستيك و پيزوالكتريك در يـك  
هـا و   ميدان ثابت الكتريكي تعريف شده و تغييـر شـكل  

  .اند ها كوچك فرض شده كرنش
هاي تغيير شكل برشـي، بسـط تيلـور    در تئوري  
شـود  يي حول سطح مياني ورق نوشته ميجا جابهميدان 

هـا يـك ميـدان    در ايـن تئـوري   اين كـه به علت . [18]
  يي براي كـل ضـخامت صـفحه در نظـر گرفتـه      جا جابه
معـادل نيـز    ي هـاي تـك لايـه   تئـوري  ها آنشود، به مي
يي را جـا  جابـه توان ميدان در اين صورت مي. گويند مي

  :نوشت زيربه صورت 
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ــه   ــان ؛N، )1( ي در معادل ــده نش ــه ي دهن  ي مرتب
بـا اسـتفاده از تئـوري تغييرشـكل برشـي      . تئوري است

و نيـز بـا فـرض     uييجـا  جابهدوم براي ميدان  ي مرتبه
ــابع پتانســيل الكتريكــي  ــودن ت ــتاي  Fخطــي ب در راس

  :[2]ضخامت تير خواهيم داشت 
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u (x, y,z) z (y)

F(x, y,z) zf (y)

  

  

 



  

 ي ي صـفحه يجـا  جابـه هاي  ؤلفهم ،u3و u1، u2كه  
بـه   چنـين  هم. باشد مي zو x،yمياني به ترتيب در جهت
فرض  xمستقل از Fو u2،u3  ي دليل بلند بودن چند لايه

لازم به ذكر است كـه بـه دليـل تقـارن مسـأله      . شودمي
توابـع   u2و  u1بايـد   )1(شـكل   x-y ي هنسبت به صفح

بـه همـين   . شندبا zتوابع فردي از  Fو u3و  zزوجي از 
يي و تـابع پتانسـيل الكتريكـي بـه     جـا  جابهميدان  ،دليل

  .انددرنظر گرفته شده) 2( ي هصورت رابط
در روابـط خطـي   ) 2( ي ي معادلـه گـذار  جايبا   
به دست  ذيلنتايج  ،[19]يي الاستيسيتهجا جابه –كرنش 

  :خواهد آمد

)3(     
2

x 0 y y z z

yz y z

2
xz x xy x

, v z ,

z(2 )

2z , z

          

   

     

  

FEالكتريكيان هاي بردار ميد و نيز مؤلفه 
 عبارتند

  :از

)4(    

)y(f
z

F
E

)y(fz
y

F
E

0
x

F
E

z

y

x



















  

  Ex، Ey وEzهاي ميدان الكتريكي با فرض  مؤلفه ؛
در ادامه به معادلات . خطي بودن ميدان الكتريكي است

. باشـد  كرنش و ميدان الكتريكـي نيـاز مـي   -كوپل تنش
  بعـــدي  معـــادلات ســـاختاري تمـــام كوپـــل و ســـه 

 ي امين لايـه در يـك چنـد لايـه    kالاستيك براي  -پيزو
پيزوالكتريك برحسب مختصات انتخـاب شـده چنـين    

  :است

)5(     
       

       

(k) (k)(k) T

(k) (k)(k)

C ( e ) E

D e { } E

     

   

  

بردارهـاي   ؛بـه ترتيـب   {D}و}E{، }{،}{كه  
الكتريكـي  يي جـا  جابهتنش، كرنش، ميدان الكتريكي و 

.باشند مي C و  e تانسور سختي الاسـتيك   ؛به ترتيب 
تحت ميدان الكتريكـي ثابـت و تانسـور پيزوالكتريـك     

چنـين  هـم . شـود  تعريف مي     مـاتريس نفوذپـذيري
  .تحت كرنش مكانيكي ثابت است

انـرژي پتانسـيل كـل،     حداقل با استفاده از اصل  
و  گشـتاور هـاي تـنش،    معادلات تعادل برحسب منتجه

  : الكتريكي عبارت است از شار
0R2  ) الف -6(

dy

dP
: x

xy
x   

0  )ب -6(
dy

dN
:v y   

0R2  )ج -6(
dy

dP
: y

y
y   

0N  )  د -6(
dy

dR
: z

y
z   

0N    )ه -6(
dy

dM
:f P

z

p
y   

ــد ازو شــرا   ــرزي عبارتن ــودن  :يط م مشــخص ب
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يـا شـرايط   ) شـرايط مـرزي ضـروري   (شرايط هندسي 
byهاي زير در لبه) شرايط مرزي طبيعي(نيرويي  :  
  شرايط مرزي ضروري           شرايط مرزي طبيعي                       

)7(               

x xy

y

y y

z y

p
y

0 P 0

v 0 N 0

0 P 0

0 R 0

f 0 M 0

  

  

  

  

  

  

الكتريكـي   شـار  و گشـتاور ي تنش، ها كه منتجه  
  :شود چنين تعريف مي

)8 (    

h
P

y z z y z z
h

h
p

x y y xz yz y
h

h
2

x y xy x y xy
h

(N , N , N ) ( , ,D )dz

(R ,R , M ) ( , ,D )zdz

(P , P , P ) ( , , D )z dz







  

  

  





  

و ) 5( ي در معادلـه ) 3( ي ي معادلـه گذار جايبا   
هـاي   ،  منتجـه )8( ي آمـده در معادلـه   دسـت  به ي نتيجه

  :خواهند آمد دست به ذيلتنش به شرح  ي يافته تعميم 
  

)9(     

p
y z z y xy

e
12 13 31 12 16 0

e
22 23 32 22 26

e
22 23 32 22 26 y

e
23 33 33 23 36 z

e
26 36 36 26 66 x

e e e e
32 33 33 32 36

(N , N , N ,P , P )

(A , A ,A , D ,D )

(A , A ,A , D ,D )v

(D ,D ,D , H , H )

( A , A ,A , D , D )

(D ,D ,D , H , H )

( A , A , A ,D , D )f



 

 

 

 

 

  

  

)10(     

P e
y x y 44 45 24 y

e
44 45 24 z

e
45 55 25 x

e e
24 25 22

(R , R , M ) 2(D ,D , D )

(D ,D ,D )

2(D ,D ,D )

(D , D , D )f

  

 

 



  

  :عبارتند از ijHو ijA ،ijDهاي سفتي  كه عبارت
  

)11 (    h
2 4

ij ij ij ij
h

(A ,D ,H ) C (1, z , z )dz


   

  

 ،متقـارن اسـت   ي چنـد لايـه   اين كهبا توجه به   
  . باشند صفر مي ijBعبارات
گيري نمـود  انتگرال) ب-6( ي هتوان از معادلمي  

  :دست آوردو به
)12(     0

y yN N    
  0

yN باشـد يك مقدار ثابت مي ،فوق ي در رابطه .
 y=-bو   y=bآزاد در  ي با توجه به شـرايط مـرزي لبـه   

yNهـا  است كه بايـد در لبـه   مشخص 0  بـه  . باشـد
0 ،همــين دليــل

yN باشــدصــفر مــي) 12( ي هدر رابطــ .
در  )12(و  )10( ،)9( تي معادلاگذار جايدرنهايت با 

معادلات تعادل برحسب  )ه -6(، و )الف -6(معادلات 
اين معادلات عبارتنـد  . خواهد آمد دست به هاييجا جابه
  :از

66 x 55 x 26 26 y 45 y

e e
36 45 z 36 25

H 4D D v H 4D

(D 2D ) (D 2D )f 0

          

     

  
e

26 x 22 22 y 23 z 32D A v D A A f 0           
26 x 45 x 22

22 y 44 y 23 44 z

e e
32 24

H 4D D v

H 4D (D 2D )

(D 2D )f 0

     
       

 

  

  

)13 (    

45 36 x 23

44 23 y 44 z

e e
33 z 24 33 13 0

e e e
25 36 x 32

e e e
24 32 y 24 z

e e
33 z 22 33 31 0

(2D D ) A v

(2D D ) D

A D f A f A

(2D D ) A v

(2D D ) D

A D f A f A 

    
     

    

    

    

    

  

  

ديفرانسـيل   ي اين معادلات، يك دستگاه معادلـه   
با جمع كردن . معمولي غيرهمگن با ضرايب ثابت است
حل كامل  ،)13(حل عمومي و حل خصوصي معادلات 

حـل عمـومي يـا حـل همگـن      . هـد آمـد  خوا دسـت  به
مطابق با روش استاندارد حـل دسـتگاه    ،)13(معادلات 

معادلات ديفرانسيل خطي بـا انتخـاب توابـع نمـايي و     
با ايـن  . خواهد آمد دست بهدستگاه اين ي در گذار جاي
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٩٤  

  :فرضيات داريم

)14(     
y y

xh h

y y
yh zh

y
h

Ae , v Be ,

Ce , De ,

f Ee

 

 



  

   



    

گـن  شـكل هم  در) 14(ي معادلات گذار جايبا   
دسـتگاه معـادلات ديفرانسـيل معمـولي     ) 13(معادلات 

ايـن  . تبديل به يك دستگاه معادله جبـري خواهـد شـد   
  : دستگاه معادلات عبارت است از

  

)15 (    

11 12 13 14 15

21 22 23 24 25

31 32 33 34 35

41 42 43 44 45

51 52 53 54 55

a a a a a A

a a a a a B

a a a a a C 0

a a a a a D

a a a a a E

   
   
       
   
   
     

  

در پيوسـت تعريـف   ) 15(در رابطة  ijaضرايب   
دترمينـان   يـد وجـود حـل غيـر صـفر، با    براي  .اندشده

با صفر قـراردادن دترمينـان    .برابر با صفر باشد ضرائب
 ذيـل مطـابق   ،نـُه  ي مرتبه ي مشخصه ي معادله ،ضرائب

  :خواهد آمد دست به
)16 (    

9 7 5
1 2 3

3
4 5

m m m

m m 0

     

   
  

 دسـت  بـه  ذيـل ، نُه ريشه به شكل )16( ي با حل معادله
  :آيد مي

)17(  
1 1 2 21 2 3 4

3 3 4 45 6 7 8

9

, , , ,

, , , ,

0

           

           

 

  

تـوان بـه    ها، جـواب عمـومي را مـي   آمدن دست هببا 
  :نوشت ذيلشكل 

i i

i i

i

8 8
y y

xh i 9 h i 9
i 1 i 1

8 8
y y

yh i 9 zh i 9
i 1 i 1

8
y

h i 9
i 1

A e A ,    v B e B

C e C ,    D e D

f E e E

 

 

 

 





    

     

 

 

 



  

)18(  
با توجه بـه ارتبـاط بـين توابـع نمـايي و توابـع         

توان  نيز مي ذيلرا  به شكل ) 18( ي هايپربوليك، معادله

  :نوشت
4 4

ixh i i 4 i 9
i 1 i 1

4 4

i ih i i 4 9
i 1 i 1

4 4

i iyh i i 4 9
i 1 i 1

4 4

i izh i i 4 9
i 1 i 1

4 4

i ih i i 4 9
i 1 i 1

A sinh y A cosh y A

v B sinh y B cosh y B

C sinh y C cosh y C

D sinh y D cosh y D

f E sinh y E cosh y E


 


 


 


 


 

     

    

     

     

    

 

 

 

 

 

  

)19(  
9بـه ازاي  ) 19(ي معـادلات  گذار جايبا    0  

دهـد   نتيجه مـي ) 13( ي در شكل همگن دستگاه معادله
  :كه
)20(  45 44

9 9 9 9 9
55 45

D D
A C ,    B D E 0

D D


    


  

  

 ي ها و با اسـتفاده از رابطـه  به ازاي بقيه  و نيز  
توان ضرايب مجهول را بر حسب يـك سـري    مي) 15(

   :نوشت ذيلضرايب به صورت 
  

i i i i i i i i i i i iA A E , B B E , C C E , D D E

i 1,2,...,8

   


  

)21(  
چنين ) 13( ي حل خصوصي دستگاه معادله، پس از اين
  :شود انتخاب مي

)22 (    xp p 1 0 yp

zp 2 0 p 3 0

0, v k y, 0,

k , f k

     

    
  

  
همگن غيـر  ي ايـن حـل در شـكل    گذار جايبا   

  :خواهد آمد دست به) 13( ي دستگاه معادله
  

)23 (    
e

1 1222 23 32
e

23 33 33 2 13
e e e
32 33 33 3 31

k AA A A

A A A k A

A A A k A
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و  k3و  k1  ،k2بـر حسـب   ) 23(با حل دستگاه معادلـه  
ــادلات  جــاي ــذاري آن در مع  يحــل خصوصــ) 22(گ

بدست خواهد آمد در نهايت حـل  ) 13(دستگاه معادله 
از جمع حل عمـومي و حـل   ) 13(كامل دستگاه معادله 

  .آيد خصوصي چنين بدست مي
4 4

i ix i i i 4 i 4
i 1 i 1

45 44
9

55 45

4 4

i ii i i 4 i 4 1 0
i 1 i 1

4 4

i iy i i i 4 i 4 9
i 1 i 1

4 4

i iz i i i 4 i 4 2 0
i 1 i 1

ii

A E sinh y A E cosh y

D D
C

D D

v B E sinh y B E cosh y k y

C E sinh y C E cosh y C

D E sinh y D E cosh y k

f E sinh

 
 

 
 

 
 

 
 

    






     

     

      

 

 

 

 

 
4 4

ii 4 3 0
i 1 i 1

y E cosh y k
 

    

  

)24(  
مال شرايط مرزي و به منظـور كـاهش   قبل از اع  

تقارن (حجم محاسبات از شرايط تقارن حاكم بر مسأله 
 آن جـا از . استفاده خواهد شـد ) x-z ي هنسبت به صفح

يكسان هسـتند، لـذا    y = -bو y = bكه شرايط مرزي در
؛ باشـند  yبايد توابع فردي از متغيـر  yو x،vتوابع 

لذا توابع زوجي كه در اين سه تابع وجود دارد از جمله 
 چنـين  هـم . شـود  حذف مي 9Cو9A،9Bمقادير ثابت 

در . باشـند  yتوابع زوجـي از متغيـر   fو zبايد توابع
حذف  ،نتيجه توابع فردي كه در اين دو تابع وجود دارد

خـواهيم   دسـت  بهبا لحاظ نمودن اين شرايط . گردد مي
  :آورد

4

ix i i
i 1

A E sinh y


    

4

ii i 1 0
i 1

v B E sinhy k y


     

4

iy i i
i 1

C E sinh y


    

4

iz i i 2 0
i 1

D E cosh y k


      

)25(     
4

ii 3 0
i 1

f E cosh y k


     

 )4(و  )3(در روابـط  ) 25(گذاري روابط  با جاي  
اين (آيند  دست مي  ها و بردار ميدان الكتريكي به كرنش

با معلوم شدن ميـدان  ). اند روابط در پيوست آورده شده
ها، كليه iEيي و بردار ميدان الكتريكي بر حسبجا جابه
هـا قابـل محاسـبه    iEهاي مورد نياز بـر حسـب   تكمي

ها در پيوست الـف آورده شـده    اين كميت. خواهند بود
، iEگيـري  هاي انتگرال آوردن ثابت دست بهبراي . است

y ي بايد شرايط مـرزي در لبـه   b   ي يـا لبـهy b  
  :هستند ذيلاين شرايط مرزي به صورت . اعمال شود

)26 (    p
xy y y yP P R M 0       

هـاي   جـه منتكه اين معادلات برحسب  آن جااز   
معـادلات   دلذا باي ،الكتريكي است شارو  گشتاورتنش، 

) 8(در معادلات منتجه  بتداپيوست ادر ) 4پ(و  )3پ(
شـرايط   روابـط  هـا در  منتجـه ي و سپس اين گذار جاي

ي و حل گذار جايبا اين  .ي شودگذار جاي) 26(مرزي 
آمـده كـه غيـر همگـن نيـز       دسـت  به ي معادله ،دستگاه

معلـوم   iEگيـري   هـاي انتگـرال   كليـه ثابـت   ،باشـد   مي
 ،حل  ي ها پروسه آمدن اين ثابت دست بهبا . خواهند شد

ــده و پــس ا ــه بررســي  ز ايــن مــيكامــل گردي ــوان ب ت
 .پرداخـت  ها آنمورد نظر و رفتار هر يك از  هاي يتكم

هـاي ميـدان الكتريكـي     لفهؤو م جايي جابه  اكنون ميدان
 ي پس از اين بـا اسـتفاده از معادلـه   . محاسبه شده است

مكانيكي  تنشهاي  لفهؤم در پيوست )4-پ(و ) 3-پ(
سـبه  محا zو yالكتريكـي بـر حسـب تـوابعي از      شار و

به اين نكتـه اشـاره شـود كـه      دجا باي در اين .گردند مي
روابـط پيوسـت   كه از  اي داخل صفحه هاي تنشاگرچه 
 ؛شوند محاسبه مي )6-3پ(و ) 2-3پ( ،)1-3پ(شامل

كـه از   اي صـفحه  بـرون  هـاي  تـنش  ولـي  ،دقيق هستند
) 5-3پ(و ) 4-3پ( ،)3-3پ( معادلات پيوست شامل

هـاي  زيـرا در تئـوري   ؛دقيق نيسـتند  ،شوند محاسبه مي
هـا در  يي و كـرنش جـا  جابـه تغيير شكل برشي، ميـدان  

هـاي  در نتيجه تـنش . باشندراستاي ضخامت پيوسته مي
هــا ناپيوســته اي در ســطح مشـترك لايــه بـرون صــفحه 
هاي تنش اما به دليل تعادل، بايد اين مؤلفه ؛خواهند بود

بـه همـين علـت     .در راستاي ضـخامت پيوسـته باشـند   
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٩٦  

دسـت آمـده از روابـط    اي بـه اي بـرون صـفحه  ه ـتنش
يـك   .از دقت زيادي برخـوردار نيسـتند  ) 5(ساختاري 

گيـري از   ها انتگرال شتنراهكار براي افزايش دقت اين 
م ايــن كــار نجــاابــا . اســتتعــادل  موضــعي معــادلات

اي تـنش در راسـتاي ضـخامت    هاي برون صفحه  مؤلفه
ه مورد بررسي كه چند لاي آن جااز  .پيوسته خواهند بود

 zو yها فقط توابعي از  شتنها و  لذا كرنش ؛استطويل 
 xتغييرات نسـبت بـه    ي كليه ،در اين صورت .باشند مي

 ذيـل تعـادل بـه شـكل     موضعي حذف شده و معادلات
  :كاهش خواهند يافت

,   
xy xz 0
y z

 
 

 
  

)27(    y yz 0
y z

 
 

 
  

    yz z 0
y z

 
 

 
  

اي بــه  هــاي بــرون صــفحه بــدين ترتيــب تــنش  
بـراي ايـن   . صورت دقيق قابـل محاسـبه خواهنـد بـود    

s[0 ي ابتدا يك چند لايه ،منظور / 90 ]    در نظر گرفتـه
 و z ،yzهـاي   جا بررسـي تـنش   در اين. خواهد شد

xz   0 ي در سطح مشـترك لايـه / 90   درz h / 2 
گيـري از معـادلات تعـادل     بـا انتگـرال  . مورد نظر است

در سـطح مشـترك دو    اي هاي برون صـفحه  تنش) 27(
0 ي لايه / 90   ًخواهد آمد دست بهمستقيما:  

)28(    

h xy
xz

h /2

h y
yz

h/2

h yz
z

h/2

(y, z h / 2) dz
y

(y, z h / 2) dz
y

(y, z h / 2) dz
y


  




  



  









  

  
  نتايج عددي 

بخش نتايج عددي حاصل از حل تحليلي براي  ،در اين
نتـايج  . چند لايه پيزوالكتريك نمايش داده خواهد شـد 

حل تحليلي حاصل از اين مقاله در دو حالـت كوپـل و   
اي سـاير   غير كوپل با نتايج اجزاء محدود و تئوري لايه

دي براي چنـد لايـه   نتايج عد. مراجع مقايسه شده است
دار و  پيزوالكتريك متقارن در دو حالت متعامد و زاويـه 

0تحت كرنش محوري يكنواخـت   0.1%    نمـايش
  .داده شده است

عرض و ضخامت چنـد لايـه    ،)1(مطابق شكل   
انتخاب شده اسـت و نيـز طـول آن     2hو  2bبه ترتيب 
هـاي   كميـت هـا و   اي كـه كـرنش   به گونـه  ،بزرگ بوده

 ،عرض چند لايه. هستند xوابسته به آن همه مستقل از 
 ي چنـد لايـه  . ده برابر ضخامت آن انتخاب شده اسـت 

هـاي مسـاوي    داراي چهار لايه بـا ضـخامت   ،مورد نظر
خــواص مكــانيكي چنــد لايــه . باشــد مــي  t=h/2يعنــي

و خــواص الكتريكــي آن  T300/Epoxyپيزوالكتريــك 
PZT/5A قادير عـددي هـر يـك از    انتخاب گرديده و م

 ،بقيــه. نمــايش داده شــده اســت )1(در جــدول  هــا آن
خواص . باشد ضرائب كه در جدول قيد نشده، صفر مي

بيــانگر قرارگيــري اليــاف پيزوالكتريــك در  ،داده شــده
  .ماتريسي از رزين اپكسي است

 ي نحـوه  ي قابليـت محاسـبه   ،اين حـل تحليلـي    
ي در راسـتاي  تغييرات محلي متغيرهـاي الكترومكـانيك  

ها و پتانسـيل الكتريكـي در محـل     ضخامت و نيز تنش
قـادر اسـت كـه تـأثير      چنين هم. تماس هر لايه را دارد

هـا و ميـدان    خواص مواد پيزوالكتريك را بر روي تنش
را بـر   الكتريكي و نيـز تـأثير كوپلنيـگ الكترومكـانيكي    

. اي مـورد مطالعـه قـرار دهـد     هاي بين لايـه  روي تنش
اكمه بر حسب خواص مكـانيكي، خـواص   معادلات ح

. پيزوالكتريك و خـواص الكتريكـي ارائـه شـده اسـت     
چنانچه در معادلات حاكمـه خـواص الكتريكـي برابـر     
صفر انتخاب شود، ايـن معـادلات از حالـت كوپلنيـگ     

با توجه به پيچيده بـودن  . شود الكترومكانيكي خارج مي
ف بـر  روابط و به منظور بررسي تأثير پارامترهاي مختل ـ

آزاد، يك كد كـامپيوتري   ي اي در لبه هاي بين لايه تنش
رفتـار الكترومكـانيكي    ي براي مطالعـه . تهيه شده است

اي  چنـدين چيـدمان زاويـه    ،پيزوالكتريـك  ي چند لايـه 
دار تحت شرايط بارگذاري ثابت در نظر  متعامد و زاويه

بـه   هـا  Ĥنبه طور خاص ايـن چيـدم   گرفته شده است و
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s[0 صـورت  / 90 ] ، s[90 / 0 ]  و s[45 / 45 ]   در
نتـايج  . انـد  دو حالت كوپل و غير كوپل بررسي گرديده

در دو  اي هاي برون صفحه دهد كه تنش تحليل نشان مي
حالت كوپل و غير كوپل بر هم منطبق نبوده و برخي از 

هـا در   زرگتـر از تـنش  هاي تنش در حالت كوپل ب مؤلفه
هاي مهـم   حالت غير كوپل هستند و اين يكي از قابليت
هـاي بـين    حل تحليلي ارائه شده در بيـان رفتـار تـنش   

 ـ ي  اي در داخل لايه لايه  ي در لبـه  وصخص ـ همرزي و ب
بـه منظـور بررسـي صـحت نتـايج حـل       . باشد آزاد مي

تحليلي، اين نتايج بـا نتـايج روش اجـزاء محـدود كـه      
در دو حالــت كوپــل و   ،]Becker ]14و Artelتوســط 

 چنـين  هـم . مقايسه گرديده اسـت  ،غير كوپل ارائه شده
نتايج حالت غير كوپل علاوه بر مقايسه با روش اجـزاء  

 Tahaniاي كه توسط  تئوري لايه  محدود با روش دقيق
ارائه شـده مقايسـه گرديـده و در همـه      Nosier  [20]و

وجـود داشـته    هـا  آنحالات تطابق رفتاري خوبي بـين  
  هـاي برشـي    هاي عددي ارائه شده تـنش  در مثال. است

  با  zو نيز تنش عمودي عرضي  xz و yzعرضي 

گيري از معادلات تعـادل الاستيسـيته    استفاده از  انتگرال
بـراي    zعددي تنش عمـودي نتايج . اند آمده دست به

s[0دو حالت  / 90 ]  وs[90 / 0 ]   برحسب متغيرb/y 
ــت hz/2 و در موقعي  ــكل ــاي در ش  )3(و  )2( ه

شـود   همانگونه كه ملاحظه مي.  نمايش داده شده است
بـين حـل تحليلـي     zديتطابق خوبي براي تنش عمو

بـراي دو حالـت    [20] و [14] ارائه شده و نتايج مراجع
در تمـامي   چنـين  هـم . كوپل و غير كوپـل وجـود دارد  

در نزديكي لبه شديداً شروع  zها، تنش عمودي حالت
خـود  به افزايش نموده و در لبه آزاد به بيشترين مقـدار  

كه اين تنش در نزديكي لبه آزاد  آن جااز . رسيده است
ها به باز شدن  كششي است، لذا نشان دهنده تمايل لايه

 zبا بررسي مقادير عددي تـنش  . باشد از يكديگر مي
گردد كه در  در دو حالت كوپل و غير كوپل مشاهده مي

هم بوده ولي از لحاظ هر دو حالت رفتارها تقريباً شبيه 
در حالت كوپل تقريباً دو برابـر حالـت    zمقدار تنش 

  .غير كوپل است
  

  
  
  
  
  
  
  
  

  پيزوالكتريك ي دستگاه مختصات چند لايه هندسه و  1شكل 
  

 پيزوالكتريك ي خواص مكانيكي، ضرائب پيزوالكتريك و دي الكتريك ماده  1جدول 

Dielectric properties  Piezoelectric coefficients (C/m2)  Elastic stiffnesses (GPa)  

11 22 01730   

33 01700  
12

0 8.859 10   C2/Jm 

31 32e e 5.4  

33e 15.8 

24 15e e 12.3  

11C 137

22 33C C 10.9 

12 13C C 3.75 
C

 .C

 .C 
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y / b
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z اي تنش عمودي بين لايه  2شكل s[0در چند لايه   / 9 0]   تحت كرنش يكنواخت محوري در موقعيتz h / 2

y / b

 z
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s[90در چند لايه zاي تنش عمودي بين لايه  3 شكل / 0 ]  تحت كرنش يكنواخت محوري در موقعيتz h / 2 

  
در سطح  yz اي توزيع تنش برشي برون صفحه  

0مشترك دو لايـه   / 90     گـذاري   بـراي دو نـوع لايـه
s[0 / 90 ]  s[90 و  / 0 ]   در جهت پهنا(y)   به ترتيـب

نتـايج  . نمـايش داده شـده اسـت    )5و  4(هاي در شكل
مـرزي و   ي آمده از حل تحليلي در داخل لايـه  دست به

 [20]و  [14]جـع آزاد بـا نتـايج مرا   ي نيز تا نزديكي لبـه 
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براي دو حالت كوپـل و غيـر كوپـل از لحـاظ رفتـاري      
بـه انتخـاب    هـا  آناخـتلاف در مقـدار   . خواني دارد هم

تئوري تغيير شكل برشـي ارتبـاط    ي حل و مرتبه  روش
تئوري تغيير شكل برشي اين  ي داشته و با افزايش مرتبه

 ي در لبـه  yzمقدار تـنش  . مقادير بهبود خواهند يافت
دليـل  . ها صـفر نشـده اسـت    آزاد در هيچ يك از حالت

اعمال شرايط مرزي به صورت انتگرالي  ،صفر نشدن آن
. باشد و نيز رفتار منفرد تنش در محل تماس دو لايه مي

هـا در دو   رفتـار تـنش   ،شـود  طور كه ملاحظه مـي  همان
ت اما در حال ،حالت كوپل و غير كوپل شبيه به هم بوده

ها حدوداً  دو  برابر حالت غير كوپـل   كوپل مقدار تنش
  .است

يك چنـد لايـه پيزوالكتريـك متقـارن      ،در ادامه  
s[45دار با چيدمان  زاويه / 45 ]     مورد بررسـي قـرار  

  

ــه ترتيــب  ) 8و  7(،  )6(هــاي شــكل. گرفتــه اســت ب
هـاي برشـي   و تنش zتغييرات تنش عمودي  ي نحوه

yz  وxz   را در راستاي پهنا در موقعيـتz h / 2 
اختلاف زيادي بـين حـل    ،در اين حالت. دهد نشان مي

گونـه كـه در    همـان . كوپل و غير كوپـل وجـود نـدارد   
در نزديكي  xzتنش برشي  ،شود ملاحظه مي )8(شكل
ِتغييرات شديدي داشته و مقدارش به شدت  ،آزاد ي لبه

  y/b=0ي آمـده در فاصـله   دست بهنتايج . يابد افزايش مي
براي دو حالت  [20] و [14] با نتايج مراجع y/b=0.9تا 

بـراي نـواحي خيلـي    . كوپل و غير كوپـل  تطـابق دارد  
آمده از حل تحليلي  دست بهنتايج آزاد،  ي نزديك به لبه

. از لحــاظ مقــدار تفــاوت دارد  [14]بــا نتــايج مرجــع
تئـوري تغييـر    ي طور كه گفته شد با افزايش مرتبه همان

  . اين مقادير بهبود خواهند يافت ،شكل برشي

y / b

 y
z

(M
pa

)
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s[0در چند لايه yz اي تنش برشي بين لايه  4 شكل / 9 0]  تحت كرنش يكنواخت محوري در موقعيتz h / 2 
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s[90در چند لايه yz اي تنش برشي بين لايه  5 شكل / 0 ]  تحت كرنش يكنواخت محوري در موقعيتz h / 2  

  

 

y / b
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s[45در چند لايه  z اي تنش عمودي بين لايه  6 شكل / 45 ]  تحت كرنش يكنواخت محوري در موقعيتz h / 2  
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y / b
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s[45در چند لايهyz اي تنش برشي بين لايه  7 شكل / 45 ]  وقعيتيكنواخت محوري در م  تحت كرنشz h / 2  
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s[45در چند لايه xz اي تنش برشي بين لايه  8 شكل / 45 ]  تحت كرنش يكنواخت محوري در موقعيتz h / 2  
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پيزوالكتريك تحـت كـرنش    ي كه يك چند لايه هنگامي
گيرد، ايـن كـرنش يـك ميـدان      يكنواخت محوري قرار

متقابلاً ميدان الكتريكـي توليـد   . كند الكتريكي ايجاد مي
كـه ميـدان    هنگامي. شده سبب ايجاد كرنش خواهد شد

 ،الكتريكي ايجاد شده عمـود بـر جهـت قطبيـت باشـد     
در اثر اين تغييـر  . شود سبب بروز تغيير شكل برشي مي

ب و سـب  ،آمـده  به وجـود هاي برشي  شكل برشي، تنش
 چنـين  هم. شود آزاد مي ي ها در نزديكي لبه جدايش لايه

هاي الكتريكي نيز در نزديكي لبه آزاد بـه شـدت      كميت
هـا از   تواند عاملي براي جدايش لايه افزايش يافته و مي

هـاي   لازم است تا مؤلفه ،بر همين اساس. يكديگر شود
رسم  y/bميدان الكتريكي در جهت پهنا برحسب متغير 

پيزوالكتريــك طويــل،  ي راي يــك چنــد لايــهبــ. شــود
 هـاي  شـكل . باشـد  صفر مي Exميدان الكتريكي  ي مؤلفه

را در   Ez و Eyهــاي ميــدان الكتريكــي مؤلفــه )10و  9(

0سطوح مشترك  / 90  90و / 0   هاي براي چند لايه 
s[90 / 0 ]  وs[0 / 90 ]  در نـواحي  . دهنـد  نمايش مي

 [14]نتايج حل تحليلي با نتايج مرجع ،آزاد ي نزديك لبه
 zE ،شـود  همانگونه كه مشاهده مي. تطابق خوبي دارد

 yEكـه  در حـالي  ؛يابـد  سريعاً افزايش مي ،آزاد ي در لبه
  .است zEسبت بهداراي مقدار محدودتري ن

براي چنـد   zEو yEهاي ميدان الكتريكي مؤلفه  
s[45دار با چيـدمان   پيزوالكتريك زاويه ي لايه / 45 ]  

مانند حالت قبل، . نمايش داده شده است )11(در شكل 
 ،آزاد ي ليلـي در نـواحي نزديـك بـه لبـه     نتايج حل تح

آمـده از روش اجـزاء    دسـت  بـه تطابق خوبي با نتـايج  
شـود كـه    علاوه بر اين، مشاهده مـي . دارد  [14]محدود

zE كـه   در حـالي  ؛آزاد به شدت افزايش يافته ي در لبه
yE صفر شده است.  
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s[0در چند لايه  zEو  yEهاي ميدان الكتريكي  همؤلف  9 شكل / 90 ]   تحت كرنش  
zيكنواخت محوري در موقعيت  h / 2  
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s[90در چند لايه  zEو  yEهاي ميدان الكتريكي  مؤلفه  10شكل / 0 ]   تحت كرنش  

zيكنواخت محوري در موقعيت  h / 2  
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s[45در چند لايه  zEو  yEهاي ميدان الكتريكي  مؤلفه  11 شكل / 45 ]  تحت كرنش  

zدر موقعيت يكنواخت محوري   h / 2  

  
  گيري نتيجه

هـاي   در اين مقاله يك حل تحليلي براي بررسـي تـنش  
 هـــاي آزاد چنـــد لايـــه ي در لبـــه اي بـــرون صـــفحه

در . ده استشدار ارائه  زاويهمتعامد  پيزوالكتريك طويل
اين تحليل اثر كوپلينگ الكترومكانيكي در نظـر گرفتـه   

پتانســيل الكتريكــي داراي  كــه هشــده و فــرض گرديــد
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اين تحليل بر . باشد تغييرات خطي در راستاي ضخامت 
انـرژي پتانسـيل كـل و     حـداقل  اساس اصـل تغييراتـي  

 چنين هم. ه استشدم آن جافرض پيزوالكتريسته خطي 
مراه تئوري تغيير شكل ه  معادل به ي از تئوري تك لايه

  .استسازي استفاده شده  براي مدل ،دوم ي برشي مرتبه
نـوع  آمـده بـراي دو    دست بهصحت نتايج حل تحليلي 

دار بـا   زاويـه  ي چنـد لايـه  نـوع  چند لايه متعامد و يك 
اي مقايسه  نتايج روش اجزاء محدود و تئوري دقيق لايه

آمـده از حـل    دسـت  بـه بررسـي نتـايج   . گرديده اسـت 
دهد كه  كوپلينگ الكترومكـانيكي بـر    تحليلي نشان مي
ــ لفــهؤروي برخــي از م ــادي داردأهــاي تــنش ت . ثير زي

ايــن بررســي نشــان داد كــه اثــر كوپلينــگ   چنــين هــم
بيشـتر از   ،متعامـد  ي الكترومكانيكي بر روي چنـد لايـه  

دار اسـت و نيـز در تمـامي حـالات     زاويـه  ي چند لايـه 
مقادير تنش در حالت كوپـل بيشـتر و يـا     ،بررسي شده

ل ها در حالت غير كوپ حداقل نزديك به مقدار اين تنش
مقدار تنش در حالـت كوپـل    ،در برخي از موارد. است

حدود دو برابر مقدار تنش در حالت غير كوپل بوده كه 
اين خود بيانگر اهميـت اثـر كوپلينـگ الكترومكـانيكي     

  .است
هاي پيزوالكتريـك تحـت هـر نـوع      در چند لايه  

بـه  اي عمـودي و برشـي    هاي بين لايـه  بارگذاري تنش
ها سبب تمركـز تـنش در    نشخواهد آمد و اين ت وجود

تـاثير كوپلينـگ    چنـين  هم. گردد آزاد چند لايه مي ي لبه
ــ هــاي بــين لايــهالكترومكــانيكي بــر روي تــنش ه اي ب

آزاد قابـل ملاحظـه بـوده و     ي در نزديكي لبه وصخص
هاي پيزوالكتريك اين اثـرات در  بايستي در تحليل ورق

ارائـه  نشان داد كه حل تحليلـي   ،نتايج. نظر گرفته شود
 مرزي را داشـته و  ي ها در لايهشده قابليت تحليل تنش

خـوردار   آزاد از دقـت قابـل قبـولي بـر     ي تا نزديكي لبه
توان  مي ،براي بهبود نتايج حل تحليلي ارائه شده. است

بـالاي تغييـر شـكل برشـي و يـا       ي هاي مرتبه از تئوري
  .اي استفاده نمود تئوري لايه
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  پيوست 
 :شوندبه صورت زير تعريف مي) 15(در رابطة  ijaضرايب 

  

  )1پ(

2 2 2
11 66 55 12 26 13 26 45 14 36 45a H 4D ,   a D ,   a H 4D ,   a (D 2D )            

e e 2 2 2 e
15 36 25 21 26 22 22 23 22 24 23 25 32a (D 2D ) ,    a D ,   a A ,   a D ,   a A ,   a A             

2 2 2
31 26 45 32 22 33 22 44 34 23 44a H 4D ,    a D ,    a H 4D ,    a (D 2D )            

e e
35 32 24 41 45 36 42 23 43 44 23a (D 2D ) ,    a (2D D ) ,   a A ,   a (2D D )             

2 e 2 e e e e
44 44 33 45 24 33 51 25 36 52 32a (D A ),    a ( D A ),    a (2D D ) ,   a A              

e e e 2 e e 2 e
53 24 32 54 24 33 55 22 33a (2D D ) ,    a (D A ),    a ( D A )         

  
هـا را بـه    توان كرنش مي ،)3( جايي جابه -در روابط كرنش) 25(به دست آمده از روابط  جايي جابهبا جايگذاري ميدان 

  :نوشت ذيلصورت 
  

 )2پ(
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  : آيد مي دست به ذيلام به صورت  k ي ها در لايه تنش) 5(در قانون هوك ) 2پ(ي معادلات گذار جايبا  چنين هم
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