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تـرك   بـا برنـولي   -ارتعاش عرضي تير اويلرغيرخطي فتار براي بررسي ر ير پيشن و  ارائه شده توسط در اين پژوهش، مدل پيوسته  چكيده
 .توابع جديدي پيشنهاد شـده اسـت  ي جابجايي و كرنش ها ميدانتري، براي  بينانه  اعمال فرضيات واقعو با مورد بازنگري قرار گرفته خستگي 

خـود الحـاق    ،يـر  پـي شـن و   معادلـه بـرخلاف  معادله اين . ديفرانسيل حركت استخراج شده استمعادله  هو واشيزو با استفاده از اصل سپس
دسـت آوردن   و سپس به منظور بهت آمده سد هبا اعمال روش گالركين بدار با ترك باز و بسته شونده  شكل مودهاي ارتعاشي تير ترك .باشد مي

 به كمك اين مدل، معادلـه  .ارائه گرديده استبراي هر شكل مود ارتعاشي ترك خستگي، مدل جديد سفتي دوخطي  باقسمت زماني پاسخ تير 
كـه پاسـخ روش اغتشاشـات از دو     كند بيان مي حل تحليلي .پوانكاره نوشته شده است -به روش ليندست ديفرانسيل حاكم به شكل قابل حل

ترك بوده و  باز و كاملاً بسته هاي كاملاً قسمت تشكيل شده است كه بخش اول سيستم خطي متناظر با سفتي برابر سفتي ميانگين تير در حالت
بـا اسـتفاده از    .كننـد  جملات تصحيحي هستند كه اثرات غير خطي ناشي از تغيير در سفتي معادل را در پاسخ سيستم منظـور مـي   ،بخش ديگر

ات دهد كه تغيير نتايج نشان مي .دار در تمامي شكل مودهاي ارتعاشي پرداخت توان به بررسي رفتار ارتعاشي تيرهاي ترك تئوري ارائه شده مي
صحت نتايج به دست آمده با استفاده از نتـايج تجربـي موجـود در     .باشد هاي طبيعي براي ترك باز و بسته شونده كمتر از ترك باز مي فركانس

بازه دار را به ازاي  دهد كه مدل جديد ارائه شده با دقت مناسبي رفتار ارتعاشي تير ترك مقايسه نتايج نشان مي. ادبيات فن به اثبات رسيده است
  .كند بيني مي اي از پارامترهاي ترك پيش گسترده

  پوانكاره- دار، مدل پيوسته، ترك باز و بسته شونده، روش ليندست آناليز ارتعاشي، تير ترك  كليدي هاي واژه

  

A New Nonlinear Model for Flexural Vibration Analysis of a Cracked Beam with a 
Fatigue Crack 

M. Rezaee                         V. A. Maleki 

Abstract  In this paper, the continuous model for vibration analysis of a cracked beam developed by Shen 
and Pierre is modified. For this end, by some realistic assumptions, new functions for displacement and stress 
fields are proposed. Then, the equation of motion of the cracked beam with breathing crack is obtained via the 
Hu-Washizu variational principle. The new obtained equation of motion is self-adjoint. Moreovers, by 
employing the Galerkin method, the modes shape of beam with a breathing crack are obtained. Then, in order 
to obtain the time response of the cracked beam, a new bilinear model is introdused for the stiffness 
corresponding to each mode. Using this model, the governing equation of motion is converted into the standard 
form which can be analyzed by Lindstedt-Poincar’ method. The results show that response obtained throught 
the perturbation metod (Lindstedt-Poincar method) is composed of two parts. The main part is the response of 
a system with the equivalent stiffness, whith is equal to the main value of the stiffness corresponding to the fully 
open and fully close crack cases. The remaining part of the response consistence of the correction terms, which 
reflects the effect of opening and closing the crack during vibration. The results show that for a given crack 
parameters, redaction in natural frequencies for a fatigue-breathing crack are smaller than the ones caused by 
open cracks. Also, the results have been validated by the experimental and theoretical data reported in the 
literature. There is a good agreement between the results obtained through the proposed method and those 
obtained from the reported experimental data. 
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  مقدمه
هـاي تحـت بارهـاي     هاي خستگي اغلب در سازه ترك

آيند و اگر به موقع تشـخيص داده   تكراري به وجود مي
 منظـور، بـدين  . توانند منجر به خرابي شـوند  نشوند، مي

هايي كه بتواند بـه راحتـي و بـا     مطالعه و بررسي روش
د مـورد  ن ـبينـي ك  دقت مناسبي پارامترهاي ترك را پيش

مطالعـات  . حققين قرار گرفتـه اسـت  توجه بسياري از م
تـرين و   يكي از ساده ،دهد كه تحليل ارتعاشي نشان مي

ــاربردترين روش ــي    پرك ــه م ــن زمين ــا در اي ــد ه . باش
Dimarogonas [1] اي از اقـدامات و تحقيقـات    خلاصه

انجام شـده توسـط سـاير محققـين در زمينـه ارتعـاش       
قيـق  بر اساس تح. دار را ارائه كرده است هاي ترك سازه

دار  هاي تـرك  سازي سازه هاي مختلف مدل مزبور روش
هاي المان محدود  هاي مبتني بر روش توان به مدل را مي
و  [12-7]پــذيري موضــعي  هــاي انعطــاف ، مــدل[6-2]
 صـورت  بـه اثر تـرك   ها آنهاي پيوسته ترك كه در  مدل

بنـدي   ، تقسـيم [23-13] شـود  پيوسته در نظر گرفته مـي 
تئوري پيوسته  Barr [14]و  Christidesاولين بار  .نمود

برنولي يكنواخت را كـه داراي   -براي ارتعاش تير اويلر
اثر  ها آن. يك يا چند جفت ترك متقارن بود ارائه كردند

ترك را به صورت يـك تـابع اغتشـاش نمـايي كـه در      
بـراي   شود مـدل كـرده و   تنش عمودي اعمال مي ميدان

اصــل ت از بــه دســت آوردن معادلــه ديفرانســيل حركــ
هاي اخيـر مـدل    در سال .استفاده كردند [24] واشيزو هو

 [15] يـر  پـي شن و  توسطBarr و Christidesارائه شده 
با در نظر گـرفتن   ها آنمورد بازنگري قرارگرفته است، 

 ميـدان ترك لبه باز و با اعمال تـابع اغتشـاش تـرك در    
معادلات ديفرانسـيل جديـدي    ،مشتق جابجايي محوري

برنولي  -مطالعه رفتار ارتعاش عرضي تير اويلر را براي
اما معادله حركت اسـتخراج شـده   . دار ارائه كردند ترك

باشد كه اين امر سبب  خود الحاق نمي ها آنتوسط مدل 
هـاي طبيعـي موهـومي پـس از      به دست آمدن فركانس

از . شـود  اعمال روش گالركين به منظور حل معادله مـي 
صورت پذيرفته اسـت   يراييمآنجا كه مطالعه در غياب 

هاي طبيعي موهومي توجيـه فيزيكـي    بنابراين، فركانس
جابجايي  ميدان ها آن  همچنين در مدل. نخواهند داشت

محوري و مشـتق آن بـه صـورت مسـتقل از يكـديگر      
فرض شده است كه باعث بروز خطـا و كـاهش دقـت    

  .گردد مدل مي
مطالعات اشاره شده با فـرض تـرك بـاز صـورت       
آمدن معـادلات خطـي    دست بهته است كه باعث پذيرف
در تحقيقات خود دريافتـه اسـت    Elber [25]. گردد مي

. شود كه ترك خستگي در هنگام ارتعاش باز و بسته مي
Gudmunson [26] به ايـن نتيجـه    ،با بررسي اين پديده

براي بررسـي رفتـار    ،رسيد كه استفاده از مدل ترك باز
ه نتايج نادرستي شود كـه  تواند منجر ب ترك خستگي مي
بينـي عمـق تـرك خسـتگي كمتـر از       مهمترين آن پيش

توانـد   چنين تخمين نادرستي مي. مقدار واقعي آن است
داشـته باشـد، بنـابراين اخيـراً توجـه       خطراتي را در پي
هاي باز و بسته شـونده تـرك معطـوف     محققين به مدل

  .شده است
ر محققين مختلفي بـه بررسـي رفتـار ارتعاشـي تي ـ      
. انـد  دار با مدل باز و بسـته شـونده تـرك پرداختـه     ترك

Friswell  وPenny [27]  تيـــر  خطـــي رفتـــار غيـــر
يكسرگيردار با تـرك بـاز و بسـته شـونده در مـود اول      
 ،ارتعاشي را توسط يك نوسانگر يك درجه آزادي ساده

در ايـن مـدل   . انـد  مدل سازي كـرده  ،با سفتي دو خطي
 ـ   رك در هـر لحظـه، بـه    وضعيت باز و يا بسـته بـودن ت

. علامت انحناي منحني خيز در محل ترك بسـتگي دارد 
Ostachowics  وKrawczuk [28]   ــرفتن ــر گ ــا در نظ ب

تغييرات سفتي به صورت يك تـابع مـوج مربعـي و بـا     
استفاده از روش هارمونيـك بـالانس، رفتـار تيـر داراي     

ــرده  ــي كـ ــتگي را بررسـ ــرك خسـ ــد تـ و  Douka. انـ
Hadjileontiadis [29]   دار بـا   رفتار ارتعاشي تيـر تـرك

ترك باز و بسته شونده را به صورت تئـوري و تجربـي   
دار را بـا   تيـر تـرك   هـا  آن. انـد  مورد بررسـي قـرار داده  

استفاده از سيستم جرم و فنر يك درجه آزادي با سفتي 
تابع هارمونيك فرض شـده   صورت بهمتغير با زمان كه 
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از آناليز فوريـه بـه   و سپس با استفاده   است، مدل نموده
 Chuو  Shen. اند حل معادله ديفرانسيل حركت پرداخته

با استفاده از روش گالركين هـر يـك از مودهـاي     [30]
يـك معادلـه    صـورت  بـه را  دو سر مفصلارتعاشي تير 

هاي انجام  بررسي. اند سازي كرده حركت دو خطي مدل
شده توسط ايـن محققـين بـر روي پاسـخ سيسـتم بـه       

مونيك، به وضوح نشان دهنـده رفتـار غيـر    تحريك هار
نتـايج  . خطي براي هر يك از مودهاي ارتعاشـي اسـت  

دهد كه مطالعه مدل ترك بـاز و   مطالعات اخير نشان مي
بسته شونده اطلاعات بسيار مفيد و با دقت بهتري را در 

دار در اختيــار  هــاي تــرك ســازه يمــورد رفتــار ارتعاشــ
 .گذارد مي

سياري از تحقيقات انجام شده با وجود اين كه در ب  
به بررسي اثـرات پارامترهـاي تـرك و رفتـار ارتعاشـي      

دار با مدل باز و بسته شونده ترك پرداخته  تيرهاي ترك
اما تغيير پارامترهاي سيستم در طول زمـان،   ،شده است

يـابي ايــن   هـاي تحليلـي بــراي ريشـه    اسـتفاده از روش 
 ـ ر آن را بسـيار  رفتارها و بررسي پارامترهاي تأثيرگذار ب

كه عمده تحقيقات انجام شده  نمايد، به طوري دشوار مي
هـاي عـددي و يـا المـان      در اين زمينه بر اسـاس روش 

هـاي   محدود و با مدل كردن سازه با استفاده از سيسـتم 
باشد كه سبب بـروز خطـاي زيـادي در     ساده معادل مي
از طـرف ديگـر ماهيـت عـددي و     . گردد محاسبات مي

هـا   ني به كار رفته در بيشـتر ايـن روش  ت طولاامحاسب
هاي دينـاميكي   شاخصرا براي تعريف  ها آناستفاده از 

يـابي مبتنـي    هاي عيب به منظور استفاده در روش ،عيب
  .كند با مشكل مواجه مي ،بر ارتعاشات

هدف اصلي از تحقيق حاضـر ارائـه مـدل پيوسـته       
لي برنـو  -جديدي براي مطالعه رفتار ارتعاشي تير اويلر

دار با ترك باز و بسته شونده اسـت كـه بتوانـد بـا      ترك
دار را به ازاي بازه   دقت مناسبي رفتار ارتعاشي تير ترك

بـدين  . بينـي كنـد   اي از پارامترهاي تـرك پـيش   گسترده
مـورد بـازنگري    [15] يـر  پيو  شنمنظور، مدل پيوسته 

با توجه به اين كه معادلـه ديفرانسـيل   . گرفته استقرار 

 وباشد  خود الحاق نمي ها آناج شده توسط مدل استخر
هـاي طبيعـي    اين امر سبب بـه دسـت آمـدن فركـانس    

در غيـاب   آنـان  از آنجا كـه مطالعـه   و شود موهومي مي
اي ه ـ بنـابراين فركـانس   ؛صورت پذيرفته اسـت  ميرايي

در ايـن  . طبيعي موهومي توجيه فيزيكي نخواهند داشت
بـا  تـر و   ع بينانـه با در نظر گـرفتن فرضـيات واق ـ   مقاله،

فرضـيات سـينماتيكي جديـدي     ،شـن اصلاح فرضيات 
در  وشود  پيشنهاد ميدار با ترك خستگي  براي تير ترك

باعث افـزايش  اين فرضيات كه شود  ادامه نشان داده مي
ــادلات    ــدن مع ــه دســت آم ــين ب ــدل و همچن ــت م دق

شـود كـه امكـان     ديفرانسيل خود الحـاق جديـدي مـي   
دقـت بهتـري   بـا  دار را  ير تـرك بررسي رفتار ارتعاشي ت

براي اعمال اثرات حاصل از باز و بسته . آورد فراهم مي
كـه  را  جديـد  شدن ترك در معادلات، پارامتر كنترلي

ز در محـل تـرك بسـتگي    يخ منحنيبه علامت انحناي 
معرف وضعيت باز و  اين پارامتر،. كنيم تعريف مي ،دارد

پـس از  . باشـد  ترك در هنگام ارتعاش مي يا بسته بودن
 هـو واشـيزو  حركت با استفاده از اصل  استخراج معادله

، معادله ديفرانسيل حاكم بر رفتار ارتعاش عرضـي  [24]
، با ارائـه يـك   دو سر مفصلدار  برنولي ترك -تير اويلر

مــدل جديــد بــراي ســفتي دو خطــي و بــا اســتفاده از 
ل بـا  يقابل تحل كهي دعمليات رياضي به شكل استاندار

سـپس پاسـخ   . شـود  ينوشته م ـ باشد روش اغتشاشات
براي هـر  پوانكاره  -ندستيستم با استفاده از روش ليس

 ـآ يبه دست مشكل مود ارتعاشي  ج بـه دسـت   ينتـا . دي
كه توسـط روش   يحيدهد جملات تصح يآمده نشان م

متناظر اضـافه   يستم خطيپوانكاره به پاسخ س -ندستيل
 خطـي  ري ـاز رفتار غ يناش يرنده اجزايدر برگ ،شود يم
ل حاضـر بـرخلاف   ي ـتحلدر ن يبنـابرا . باشد يستم ميس

ات يان خصوص ـي ـم يل ـيرابطـه تحل  ،موجـود  يهـا  مدل
كـه بـا   شده اسـت  استخراج ترك  يستم و پارامترهايس

ترك  ياثرات پارامترها يتوان به بررس يم استفاده از آن
ت صح. ح و پاسخ كل سازه پرداختيلات تصحمبر ج
ج يو نتـا  يعـدد  يهـا  ج به دست آمده توسط روشينتا
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. ده اسـت يات فن بـه اثبـات رس ـ  يموجود در ادب يتجرب
مـدل  و  در ايـن مقالـه   سه مدل ارائه شـده ين مقايهمچن

دهـد كـه مـدل     يم ـبا نتايج تجربـي نشـان    ير پيشن و 
مـدل   بـه نسـبت   يد ارائه شده به طور قابل تـوجه يجد
دار  رتعاشي تيرهاي تـرك و رفتار ا افته استيهبود ب شن

اي از پارامترهـاي   را با دقت بهتري به ازاي بازه گسترده
  .نمايد بيني مي ترك پيش

  
براي ترك باز و بسته  كيينماتيات سيفرض 

 شونده

 ـوسته ترك، اثر تـرك بـه صـورت    يدر مدل پ ك تـابع  ي
ع تنش و كـرنش ناشـي از   يشود كه توز ان مييوسته بيپ

شـن   در مدل. دهد ر قرار مييتحت تأث ترك در سازه را
تنش و كرنش در حضور تـرك بـه    ميدان [15] ير پيو 

  :است  ير فرض شدهصورت ز
    
    

x

x

z f x, z T x, t

z f x, t S x, t

   

   
   

)1(  
در آن  كه T x, t و S x, t ترتيب توابـع تـنش و   ه ب

 همچنـين . شوند محاسبه  بايدكرنش مجهولي هستند كه 
تابع  f x , z براي تير باشد كه  تابع اغتشاش ترك مي

به صورت زيـر پيشـنهاد شـده    با سطح مقطع مستطيلي 
  :است

   
x x

d
ca

f x, z z m z H d a z e
2


          

  

)2(  
ترك، عمق ترتيب موقعيت ه ب dو cx،aكه در آن  

شيب توزيع  mثابت .باشند ترك و نصف ارتفاع تير مي
تنش خطي در جهت عرضي تيـر و در مقطـع تـرك را    

معـرف تـابع پلـه واحـد      (.)Hتـابع   و دهـد  نشان مـي 
تيـر   كه ميزان كاهش توزيع تنش در αپارامتر .شدبا مي
، دهد را نشان ميدر جهت دور شدن از موقعيت ترك و 

و  Christidsبراي اولين بار به صورت تجربـي توسـط   

Barr [13]     و سپس با اسـتفاده از روش المـان محـدود
ن يهمچن ـ. محاسبه شده اسـت  [17] ير پيشن و توسط 
 ـفـرض نمود  يـر  پيشن و د كـه مشـتق اول جابجـايي    ن

اثـر   هـا  آن. گيـرد  ر مـي محوري نيز تحت تأثير ترك قرا
بـه  مشـتق جابجـايي محـوري را     ميـدان ترك بـر روي  

  :كردندمدل  صورت زير
)3(          x x xu u x,z,t , u' x,z,t z x,z w x,t      

،در رابطه اخير   w x, t      بيـانگر خيـز عرضـي تيـر
باشد و  مي x, z  ميـدان مشـتق اول  تابع اثر ترك بر 

ــا ــه صــورت ز و اســت ييجابج ــب ــفر ي ــده  تعري ش
  :[16]است

   
cx x

2
da

x,z z z H d a z e
2


   

  
  

        

)4(  
 [15]در مرجـع   وپارامتر ثـابتي اسـت    كه در آن  

كــه از  همــان طــوري. مقــدار آن محاســبه شــده اســت
از تأثير تـرك بـر    ها آنشود،  فرضيات فوق مشاهده مي

و دو  انـد   كردهنظر  جابجايي محوري صرف ميدانروي 
 ميـدان جابجـايي و مشـتق    ميدانفرض مستقل را براي 

باعـث بـه   كـه ايـن فرضـيات    اند  كار گرفته هجابجايي ب
معادله . آمدن خطا و كاهش دقت مدل شده استوجود 

  تيـر   يبـرا  يـر  پيشن وتوسط استخراج شده ديفرانسيل 
 [15]كه جزئيـات آن در مرجـع   دار  برنولي ترك -اويلر

  :باشد است به صورت زير ميبيان شده 
  

       

     

i
1 1 1 1 1 1 3 2 2 1

1 1 1 3 2 2 1 3 1

I L K Q w 2 I L K K Q 2L K L Q w

A
  I L K Q 2L K L Q L K Q w w 0.

E

            
                  

)5(  

خـود الحـاق    اخيـر معادلـه   بات كرد كـه ثتوان ا مي  
دسـت آمـده    بـه باشد و در نتيجه مـاتريس سـفتي    نمي

حاصل از اعمال روش گالركين به منظـور حـل معادلـه    
كـه   خواهـد بـود  يك ماتريس غير متقـارن   ،ديفرانسيل

موهومي را در اختيار ) اي طبيعيه فركانس(مقادير ويژه 
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 ميرايـي اثـر   در مدل مزبوربا توجه به اين كه . گذارد مي
هاي طبيعـي   ، بنابراين فركانسدر نظر گرفته نشده است

به منظور رفـع   .موهومي توجيه فيزيكي نخواهند داشت
 يبرنول -تير اويلر يبا توجه به تئور اخير،  نقايص مدل

بـا   ،جابجايي ميدان يرارا ب يجديداصلاح شده  ميدان
  :كنيم به صورت زير تعريف مي ،فرض ترك باز

  
)6(        xu x,z, t z x,z w x, t     

خـواهيم   xاز رابطه فوق نسبت بـه  يگير با مشتق  
  :داشت

          xu ' x,z, t z x,z w x, t x,z w x, t     

)7(  
  

در كه شود  يمشاهده م) 7(و ) 3(سه روابط يبا مقا  
شـده  جابجـايي منظـور    ميـدان ر داثر ترك فرض اخير 

باعث ظاهر شدن شيب تـابع خيـز در    اين فرض. است
اي  چنين جملـه شود كه  مشتق جابجايي طولي مي ميدان

در ادامه نشـان داده  . موجود نيست ير پيمدل شن و  در
معادلـه   به دسـت آمـدن  باعث  حيتصحن ياشود كه  مي
ــيد ــل جديفرانس ــرا يدي ــاش عرضـ ـ يب ــت يارتع   ري
 يتـر  با دقت مناسب كهود ش ميدار  ترك يبرنول -لرياو 

شـن و  دار را نسـبت بـه مـدل     ر تـرك يت يرفتار ارتعاش
   .دينما مي ينيب شيپ ير پي
  
  
  
  

دار هندسه تير ترك  1 شكل  

  
به منظور اعمال اثرات حاصل از باز و بسته شـدن    

 اسـتفاده  پـارامتر كنترلـي  از  ،ه حركـت ترك در معادل
γزماني كه ترك باز باشد،. كنيم مي بـوده و توابـع    =1

جابجايي، تـنش و   يها ميداندر  )Perturbatin( اغتشاش
γكنند و زماني كه ترك بسته شـود   كرنش اثر مي 0= 

صورت اثر توابع اغتشاش در معادلات از  بوده و در اين
برنـولي   -فته و معادلات حاكم به معادله تير اويلربين ر

را بـا اسـتفاده از    γمقـدار . شـوند  استاندارد تبديل مـي 
علامت انحناء منحني خيز در موقعيت تـرك  cx x 

و  )1(براي تير نشان داده شده در شكل . كنيم تعيين مي
 را ن داده شـده، پـارامتر  با توجـه بـه مختصـات نشـا    

  :كنيم ميزير تعريف  صورت به

)8( c

C

2

2

x x

2

2

x x

w
1         0

x

w
0          0

x





 
 

  
  

   

γبا توجه به تعريف فوق،    معرف بـاز بـودن    =1
γترك تحت كشش بوده و بسـته بـودن تـرك در     =0
  .هدد حالت فشار را نشان مي

فرضيات  ،ترك دنبراي اعمال اثرات باز و بسته ش  
بـراي   يـر  پيشن و كار گرفته شده توسط  هسينماتيكي ب

جديـد  جابجـايي   ميـدان به همراه  [15]حالت ترك باز 
ــهرا ) 6(پيشــنهادي در رابطــه  ــر اصــلاح  صــورت ب زي

  :كنيم مي
  

      

 

    

    

 

x y z

x y z

x

y z x

xy zz xz

x

xz xz

y z xy yz

 u z x,z w x,t , u 0, u w x,t ,

p 0,   p 0,   p P x,t ,

z f x,z S x,t ,

 ,

0,

z f x,z T x,t ,

x,z,t ,

0.

     

  

    

    

     

    

 

    

  

)9(  
و علامـت پـريم   نسبت پواسون  در رابطه اخير،   

توجـه  . باشـد  نشان دهنده مشتق نسـبت بـه مكـان مـي    
 يكنــيم كــه در فرضــيات فــوق از اثــر تــنش برشــ يمــ

بـه منظـور در نظـر     xzσو مؤلفـه تـنش    نظر شده صرف
بر تيـر در نظـر    ياعمال يعرض يگرفتن اثرات بارگذار
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ــ. گرفتــه شــده اســت ع تواب x, z و f x, z  توابــع
در مرجـع   شـن  يتابع پيشـنهاد  با مشابهاغتشاش ترك 

، تـنش و كـرنش را در   يجابجـاي  ميدانهستند كه  [16]
  .دهند ياطراف ترك تحت تأثير قرار م

  
ديفرانسيل حاكم بر رفتار ارتعاشي تير  همعادل 

  و بسته شوندهبا مدل ترك باز  دار ترك
ي  هـا  ميـدان  با توجه به اين كه در فرضيات سـينماتيكي 

جابجايي، تـنش و كـرنش بـه صـورت مسـتقل از هـم       
ــده  ــار ش ــد، اختي ــابراين ان ــع  بن ــرنش تواب ــنش و ك  ت

مجهول S x, t و T x, t تعيين شـوند   يبه نحو يدبا
 ـابـين  ) Constitutive relation( يسـاختار روابـط  تا  ن ي

اسـتخراج   يبـرا  ،بـدين منظـور  . برقـرار باشـد   ها ميدان
سـتفاده  ا ل هـو واشـيزو  معادله ديفرانسيل حركت از اص

بـه   اصـل هـو واشـيزو   مسايل دينـاميكي   يبرا .كنيم يم
  :[24] شود يصورت زير بيان م

  

  

 
 

 

  

2

1

u

0 ij

ij ij i iV V
ij i

t

kj,j i i it V

ij i,j j,i k,i k,j ijV

i i i i i iS S

U T
dV u pdV

p

W σ +f -ρp δu dV

     

1
      + u u u u dV

2

     t t u ds u u t ds dt 0.


  
       

 

 

   
       
       

        

 

 



 





  

)10(  
كــــه در آن   0 ijU  يانــــرژ يتــــابع چگــــال 

ــ i،يكرنش ip u   ــوم خطـ ـ ــرف مومنت ،يمع
i i

1
T p p

2
  

 itكرونكـر و  يتـابع دلتـا   ki،يجنبش ـ يانرژ يچگال
ــوم رو     iuو ــنش معل ــردار ت ــرف ب ــب مع ــه ترتي  يب

رابطـه  . باشـد  يم ـ uSمعين سطح يو جابجايS سطح
اسـتخراج معـادلات ديفرانسـيل     ينقطه شروع برا) 10(

بـاز و  دار با مدل پيوسته ترك  حاكم بر حركت تير ترك
  .باشد يمبسته شونده 

با جايگذاري فرضـيات سـينماتيكي ذكـر شـده در       
معادلات حركت بـه  ن توا مي )10(ه در معادل) 9(رابطه 

بـا توجـه   . نموداستخراج را همراه شرايط مرزي متناظر 
مسـتقل از يكـديگر    wو T،S،Pبه اين كه متغيرهاي

ضيات سينماتيكي در بنابراين با جايگذاري فر ،باشند مي
نسبت به ) Variational(با اعمال تغييرات و ) 10(رابطه 

اعمال برخي عمليات رياضي پس از و متغيرهاي مزبور 
به صورت زير ) 10(معادله  ،جزء گيري جزءبه و انتگرال
  :شود ساده مي

  
    

     
  

2

1

t

t x

1 1

2 2

I 2K L T ES S A w P P

I 2K L S I K K L w

L K w Tdxdt B.C 0.

       

         

    

  

)11(  
معرف جملات حاصل  B.Cعبارت ) 11(در رابطه   

شرايط مرزي است كه از اعمال انتگرال گيري جـزء  از 
هـاي روي سـطح    انتگـرال و  به جزء به دست مـي آيـد  

  :شوند مقطع تير به صورت زير تعريف مي
  

2
1A A A

2
1A A

I z dA,      K zf  dA,     K z  dA

              L= f  dA,     L f  dA

   

 

  
 

  

)12(  
 wو T،S،Pبا توجـه بـه اينكـه متغيرهـاي      

باشند، در نتيجـه،   مستقل از يكديگر بوده و اختياري مي
بايد ضرايب هر يـك از ايـن    )10(براي برقراي معادله 

 δTبـه ازاي . دمجزا برابر صـفر باش ـ  صورت بهتغيرها م
  :خواهيم داشت ) 11( اختياري از رابطه

)13(  1 2S Q w Q w    
  :كه در آن

  
 
 

 
 

1 1 2 2
1 2

I L K K L K
Q ,      Q

I L 2K I L 2K

     
 

     
 

)14(  
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  :خواهيم داشت اختياري Pو Sو همچنين به ازاي
)15(  T ES=    وP w=    

 )11( در معادلـه  )15(و  )13(با جايگذاري روابط   
تـوان   اختياري اسـت، مـي   wو با توجه به اينكه مقدار

دار  تير تـرك  يمعادله ديفرانسيل حاكم بر ارتعاش عرض
  :به دست آوردرا به صورت زير 

    

   
 

   
    

    

 

i
1 1 1

1 1 21

3 2 2 1

1 1 1 2

3 2 2 1 2 3

1 2 3 2 2 21

3 2

I L K K Q w

I L K K 2Q Q

2L 2K K L Q w

  I L K K Q 2Q

2L 2K K L Q Q L K Q w

  I L K K Q 2L 2K K L Q

A
L K Q w w 0.

E

  

     
     

      
           

          
      

  

)16(  
  

واضح است كه بـراي  ) 4(و  )2(با توجه به روابط   
ــالم  ــر س تي   f x, z x, z 0   ــو ــابراين، دب ه و بن

 3Lو 2Q،K،1K،2K،1L،2Lو واحـد برابـر   Q1مقدار
تـرك  بسـته بـودن   حالـت   درد و ونش ـ ميصفر  همگي

0  ، بـه معادلـه ارتعـاش عرضـي تيـر      ) 16(معادله
)برنولي اسـتاندارد      -اويلر )iνEIw ρAw 0+ =   تبـديل
   .شود مي

توان نشـان داد   با اعمال برخي عمليات رياضي مي  
ساده زير توان به شكل  مي را) 16(كه معادله ديفرانسيل 

 :نمود

   

     

22

22 2

1

w x, t
q x

x x

w x, t A
q x w x, t 0

x x E

 
 

   
  

     


  

)17(  
توابع در رابطه اخير، 1q x و 2q x عبارتند از:  

  
         

     
1 1 1 2 3 2

2 1 1 1

q x L K K Q x L K' Q x

q x L K K Q x

      

    
  

)18(  

كرد كه معادله حركت استخراج شده  ثابتتوان  مي  
هاي سـاده در دو   گاه تكيه براي تير با) 17(مطابق رابطه 

در ايـن   كهباشد  معادله ديفرانسيل خود الحاق مي ،انتها
دار بـا   بـه بررسـي رفتـار ارتعاشـي تيـر تـرك      نيز مقاله 
  .پردازيم هاي ساده در دو انتها مي گاه تكيه

  
 هاي طبيعي و شكل مودهاي استخراج فركانس
هاي ساده در دو  گاه دار با تكيه ارتعاشي تير ترك

  هاانت
تئوري تير با مدل پيوسته ترك ارائه شده، براي يك تير 

هـاي سـاده در دو    گاه با سطح مقطع مستطيلي و با تكيه
هندسـه   )2(شـكل   در. گيرد انتها مورد بررسي قرار مي

و واقـع در   aدار با ترك لبه باز بـه عمـق   يك تير ترك
گـاه سـاده در دو انتهـا نشـان داده      و با تكيه cxموقعيت

  .شده است
  
  
  

هاي ساده در دو انتها گاه دار با تكيه هندسه تير ترك  2 شكل  

  
براي تير با سطح مقطع مستطيلي توابـع داده شـده     

  در معادلات 
  :آيند به صورت زير به دست مي )12(
  

 

 
 

c c

c c

x x x x
2

d d
1
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2 2

d d
1
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r c

3 3

r c

1
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m
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)19(  

تـوان بـا فـرض     دار را مـي  رفتار ارتعاشي تير ترك  
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ــانس  ــا فرك ــرد cحركــت هارمونيــك و ب   .بررســي ك
ــورت      ــه ص ــتم ب ــخ سيس ــرفتن پاس ــر گ ــا در نظ ب

 

    ci tw x, t W x e  ــيل ــه ديفرانسـ را  )17(، معادلـ
  :توان به صورت زير بيان نمود مي

   

     

22

22 2

2
1

d W x, td
q x

dx dx

dW x, td A
q x W x, t 0

dx dx E

 
 
  

  
    

   
)20(  
  

شود كه ضرايب  با توجه به معادله فوق مشاهده مي  
نتايج تحليل . باشند مي معادله تابعي از پارامتر كنترلي

دار بـه   هاي ارتعاشي تير ترك دهد كه مشخصه نشان مي
0بـراي   .بستگي خواهد داشت پارامترمقدار   از ،

شــود كــه شــكل مودهــاي   بخــش قبــل مشــاهده مــي 
ncارتعاشي

iWهاي طبيعـي  ، و فركانسnc
i   متنـاظر بـا ،

، iانـديس  .باشـند  برنـولي سـالم مـي    -پاسخ تير اويلـر 
معـرف   ،ncو بالا نويساُم iمعرف شكل مود ارتعاشي

  .باشد تير بدون ترك مي
1با اختيار كـردن        20(در معادلـه ديفرانسـيل (

 شـود  دار با ترك باز حاصل مي معادله ارتعاشي تير ترك
cتوان شكل مودهاي ارتعاشي و با استفاده از آن مي

iW ،
cهاي طبيعي و فركانس

i دار با ترك باز را بـه   تير ترك
 دار تيــر تــرك مربــوط بــه cبــالا نــويس. دســت آورد

 صـورت  بـه  مـذكور با توجه به اينكـه معادلـه   . باشد مي
ين در مقالـه حاضـر   اباشـد، بنـابر   تحليلي قابل حل نمي

هـاي طبيعـي و شـكل     براي به دسـت آوردن فركـانس  
مسأله مقـدار  دار با ترك باز،  تير تركمودهاي ارتعاشي 

شده حل از روش گالركين استفاده با  )20(معادله ويژه 
بدين منظـور، حـل فرضـي معادلـه اخيـر را بـه       . است

  :گيريم صورت زير در نظر مي
)21(      

N
c c
i ji j

j 1

W x a x


   
  

كه در آن c
j xاي هسـتند كـه شـرايط     ، توابع مقايسه

براي تيـر بـا   . كنند طبيعي را ارضاء ميو هندسي مرزي 
اي را  هــاي ســاده در دو انتهــا توابــع مقايســه گــاه تكيــه
  :در نظر گرفت زير توان به صورت مي

)22(    c
j

j
x sin x

L

    
 

   

 ـ       دار  ركبا توجه به اين كـه شـكل مودهـاي تيـر ت
داراي مشتقات ناپيوسته اسـت بنـابراين، بـراي همگـرا     
شـدن پاســخ روش گــالركين نيــاز بــه تعــداد جمــلات  

در ) 22(بـا جايگـذاري معادلـه    . بيشتري خواهـد بـود  
و با اعمال روش گـالركين، مسـأله   ) 21(معادله حركت 

ثابــت Nمقــدار ويــژه جداســازي شــده بــراي    
 

ji j 1, 2, .., Na ,  آيد به صورت زير به دست مي:  
  
)23(      2

c c cK a M a 0   
اُم iبـراي شـكل مـود ارتعاشـي     aكه در آن بردار  

:عبارت است از Ti i1 i2 iNa a ,a ,..., a هـاي  و ماتريس 
 cM و cK جـرم و سـفتي   هـاي    به ترتيب ماتريس

  :آيند به دست ميهستند كه به صورت زير 
  

)24(  

 

     

     

c

22
ji

22 2Lc

0
ji

1

A
M I

E

d xd x
q x

dx dxK dx
d xd x

q x
dx dx

   

 
 
      
 
 


  

   I بـا توجـه بـه    . باشـد  معرف ماتريس واحد مي
ماتريس سفتي به دست آمده يك مـاتريس  رابطه اخير، 
مسـأله مقـدار    شود تا باعث مي كه اين امر متقارن است
ايــن . باشــدداراي مقــادير ويــژه حقيقــي  ويــژه متنــاظر

در  وهاي تئوري ارائه شده اسـت   ويژگي يكي از مزيت
  . پيشين وجود نداردهاي  مدل

  
  ارائه مدل جديد دو خطي

براي استخراج پاسخ زماني متنـاظر بـا هـر شـكل مـود      
را بـه   روش گـالركين  ،)17(از معادله حركت ارتعاشي 
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كنـيم   مي اي را طوري انتخاب توابع مقايسه. بريم كار مي
كه پس از اعمـال روش گـالركين بـه معادلـه حركـت،      
معادلات ديفرانسيل معمـولي غيـر كوپـل بـراي بخـش      

بدين منظور، تابع خيز عرضي  .زماني پاسخ حاصل شود
  :كنيم را به صورت زير فرض مي

)25(       
     

c
i i i

nc
i i

w x, t W x u t

                  1 W x u t

 

  
   

  

ــوق،د   ــه ف ر رابط c
iW x و nc

iW x ــ ــب ه ب ترتي
تيـر سـالم   و  دار  اُم تير تركiشكل مود ارتعاشيمعرف 

و iu t،  زمـاني متنـاظر بـا شـكل مـود       معرف بخـش
با جايگذاري .باشد مي اُمiارتعاشي iw x, t   از رابطـه

  :آوريم مي دست به )17(در معادله ) 25(
  

 

2 c c2
i i

2 12 2

c
i

2 nc nc2
i i

2 12 2

nc
i

d W dWd d
q q u

dx dxdx dx

A
W u

E

d W dWd d
q q u

dx dxdx dx1 0
A

W u
E

     
             

 
  

     
               

 
  





   

)26(  
ــرب    ــا ضـ ــه بـ ــرفين رابطـ ــارت) 26(طـ  در عبـ

 c nc
i iW 1 W     رابطه حاصـله  از گيري  انتگرالو

بازهدر  0, Lآيد مي دست به ، معادله زير:  
  
)27 (       i i i i im u t k u u t 0    

ــر   ــه اخيـ ــرم ،در رابطـ ــفتي imجـ و سـ i ik u 
  :شود زير تعريف مي صورت به
  

)28(   
 

L

i i i0

c
i

i i nc
i

m A W W dx

k 1
k u

k 0

 

   
 


   

cكــه در آن
ik وnc

ik ترتيــب ســفتي متنــاظر بــا تيــر  هبــ
بـه  ) 29(رابطه  صورت  بهكه  استسالم ر دار و تي ترك

  :آيند دست مي
2 c 2 c c c

Lc i i i i
i 2 12 20

2 nc 2 nc nc nc
Lnc i i i i

i 2 12 20

d W d W dW dW
k q q dx

dx dxdx dx

d W d W dW dW
k q q dx

dx dxdx dx

 

 




   

)29(  
با توجه به رابطـه   در روابط اخير پارامتر كنترلي  

  :شود زير تعريف مي صورت به) 8(

)30(  c

c

2
i

i2

x x

2
i

i2

x x

W
1         u 0

x

W
0          u 0

x





 



  

  

    

معادلـه   ،با در نظر گرفتن هر شكل مـود ارتعاشـي    
ــيل  ــي) 27(ديفرانس ــ را م ــوان ب ــرمت ــه  ه ف ــك معادل ي

  :زير بيان نمود صورت بهديفرانسيل دوخطي 
  
)31 (  

c2
i i i

nc2
i i i

u ω u 0 γ 1

u ω u 0 γ 0

+ = =

+ = =




   

ncهاي طبيعي كه در آن فركانس
iω وc

iω زيـر   صورت به
  :شوند عريف ميت
)32(   

nc c
nc2 c2i i
i i

i i

k k
ω , ω

m m
= =  

ل حاكم بر يـك سيسـتم   اگر بتوان معادله ديفرانسي  
بيـان كـرد،   ) 33(رابطه  صورت بهخطي را ديناميكي غير

پوانكاره كه يكـي   -توان با استفاده از روش ليندست مي
 دسـت  بـه هاي اغتشاشات اسـت، پاسـخ آن را    از روش

  :[33] آورد
)33(    2

0u u f u, t    
فركـانس طبيعـي سيسـتم خطـي      0ωفوق  كه در رابطه

   .استبعد كوچك  يك پارامتر بي εوباشد  ميمتناظر 
كـه سـفتي   شود  مشاهده مي) 28(با توجه به رابطه   

 با در نظر گرفتن. تابعي از دامنه نوسان است ،معادل تير
اي ارائه شـده بـراي   تابع دو ضابطه i ik u تـوان   ، مـي

  :زير بيان كرد صورت بهدار را  سفتي دو خطي تير ترك
  
)34(   

c

2
i

i i i i i i i i 2

x x

d W
k u u k u k u .sgn

dx
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كه در رابطه فوق تابع sgn  ik.باشد ، تابع علامت مي.
در  دار تيـر تـرك   ين سـفتي معـادل  يـانگ مرا به صورت 

  :كنيم تعريف ميبسته ترك  كاملاً باز و هاي كاملاً حالت
  
)35(  

c nc
i i

i

k k
k

2


   

iε صـورت  بـه و كوچكي است كه آن را بعد  پارامتر بي 
  :كنيم زير تعريف مي

)36(   
nc c
i i

i nc c
i i

k k

k k


 


   

و تقسـيم  ) 27(در رابطـه  ) 34(ن رابطه با قرار داد  
، معادله ديفرانسيل حاكم به شـكل نهـايي   mطرفين بر

  :شود زير بيان مي
  

)37(   
c

2
2 2 i

i 0i i 0i i 2

x x

d W
u u u .sgn

dx


 
   
 
 

  

فركـانس طبيعـي سيسـتم خطـي      0iω كه در اين رابطه
و از رابطـه زيـر   اُم بـوده  iبا شكل مود ارتعاشيمتناظر 

  :آيد مي دست به
)38 (  2 i

0i
i

k
ω

m
=   

شود كه بـا   مشاهده مي) 33و  37(با مقايسه روابط   
، ارد ارائه مدل جديد براي سفتي دو خطي مدل تير ترك

توان به شكل قابـل   معادله ديفرانسيل حاكم بر آن را مي
علاوه براين، در  .شاشات نوشتتحليل توسط روش اغت
سـفتي  هاي سفتي متغير با زمان،  اين مدل برخلاف مدل

تابعي از دامنه نوسان است كه اين امر منجر بـه   ،معادل
مسـلماً   .تشكيل معادله ديفرانسيل غيرخطي شده اسـت 

 ،هاي سفتي متغير با زمـان  چنين مدلي در مقايسه با مدل
خسـتگي منجـر    به درك بهتري از رفتار غيرخطي ترك

توان برخلاف  با استفاده از تئوري ارائه شده مي .شود مي
دار  هاي موجود به بررسي رفتار ارتعاشي تير تـرك  مدل

  .در شكل مودهاي بالاتر ارتعاشي نيز پرداخت
  

استخراج پاسخ زماني سيستم با استفاده از روش 
  پوانكاره -ليندست

 پوانكـــاره يكـــي از پركـــاربردترين -روش ليندســـت
هـاي   هاي اغتشاشات است كه در مطالعه سيسـتم  روش

اي را بـه خـود اختصـاص داده     غيرخطي جايگاه ويـژه 
بـا انجـام تغييـر    و ايـن روش   اساس بر. [33,34]است 
tمتغير  ، صـورت  بـه  را پاسخ سيستم

n
j

j
j 0

u


  در
ــر  ــينظ ــريم م ــ .گي ــلاوه هب ــانس پاســخ ع ــز ا ر، فرك ني

صورت به
n

i
i

i 1

   كه در آن دهيم ميبسطi   ضـرايب
جملاتي ( مجهولي هستند كه از حذف جملات سكولار

 )شـود كه باعث رشد سريع پاسخ با گذشت زمـان مـي  
nدر تحقيق حاضر .آيند مي دست به 2  در نظر گرفته

كه به معنـاي در نظـر گـرفتن پاسـخ خطـي       شده است
متناظر و دو جمله تصحيح مربوط بـه رفتـار غيرخطـي    

را پاســخ سيســتم بــر ايــن اســاس  .باشــد سيســتم مــي
  :گيريم ميزير در نظر  صورت به
  
)39 (           2 3

i 0i 1i 2iu t u t u t u t O         
شكل مود ارتعاشـي را بيـان   شماره  iكه در آن انديس

 واحـد كـوچكتر از   با توجه به اينكه پـارامتر . كند مي
نقش  ي بالاترها ناوباشد، بنابراين جملات شامل ت مي

فركـانس طبيعـي    همچنـين  .پاسخ دارنـد  تصحيح را در
  :گيريم در نظر ميرابطه زير  را مطابقسيستم 

  
)40(   2

i 0i i 1i i 2i           
  

ــا    ــطب tجايگــذاري رواب   ،d d
dt d    و

 دست به) 37(در معادله ديفرانسيل ) 40(و ) 39(روابط 
  :آوريم مي

   
 

 
c

2
22 2

0i 1i 2i 0i 1i 2i2

2 2
0i 0i 1i 2i

2
2 2 i
0i 0i 1i 2i 2

x x

d
u u u

d

u u u

d W
u u u .sgn 0

dx


         


    

     

   

)41(  
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ي هـا  نابا مرتب كـردن رابطـه فـوق برحسـب تـو       
به صورت زير  iuديفرانسيل براي تمعادلا ،افزايشي

  :شود حاصل مي
)42 (  

2
0 2 0i

0 0i2

d u
:   u 0

d

 
     

  

  

)43(  c

2
i

2

x x

2
1 2 1i

0 1i2

2
20i

0i 1i 0i 0i2

d W
gn

dx

d u
:   u

d

d u
2 u .s

d


 
      

 
    
     

  

 

c

2
1i 0i 2i

2
2 0i 1i i

0i 1i 0i 1i 2
0i 1i x x

22
2 2 0i2i

0i 2i2 2

2
1i
2

2

u u d W
2 u gn

u u dx

d ud u
: u

d d

d u
.s
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)44(  
پوانكاره شرايط اوليه در اولين  -در روش ليندست  

لات تصـحيح  معادله اعمال شده و شـرايط اوليـه معـاد   
نشـان دهنـده   ) 42(رابطـه   .شود صفر در نظر گرفته مي

يك معادله ديفرانسيل همگن است كه از حل آن پاسـخ  
هـاي   هـاي معـادل در حالـت    سيستمي با ميانگين سفتي

 ـآ بسته تـرك بـه دسـت مـي    كاملاً كاملاً باز و  ايـن   .دي
سيستم كه در اصـطلاح سيسـتم خطـي متنـاظر ناميـده      

اثـرات   .ده بخش اصلي پاسخ اسـت در برگيرن ،شود مي
تغيير سفتي معادل در پاسخ سيستم كـه ناشـي از بـاز و    

بـه  ) 43و  44(بسته شدن ترك است، از حل معـادلات  
بـدين ترتيـب بـا فـرض شـرايط اوليـه        .نديآ دست مي

از حـل   ناشـي  جابجايي خالص، بخـش اصـلي پاسـخ   
  :آيد به صورت زير به دست مي) 42(معادله 

  
)45(  0iu Acos    

وجــود جمــلات . باشــد مــياوليــه دامنــه  Aكــه در آن
باعث رشـد سـريع پاسـخ بـا گذشـت زمـان        ،سكولار

 ضـرايب  يـد شود كه بـراي حـذف ايـن جمـلات با     مي
برابـر  شـوند   جملاتي كه منجر به عبارات سـكولار مـي  

 )43(دله در معا )45(با جايگذاري رابطه  .صفر قرار داد
  :خواهيم داشتبراي حذف تنها جمله سكولار 

  
)46(   

2
0i

0i 1i 2

d u
2 0

d
   


   

1iبنابراين   0  با حـذف جملـه    .دآي به دست مي
به دست آمده  0iuو جايگذاري) 43(سكولار از معادله 

  :ودش اين معادله به صورت زير بيان ميدر آن، 
  
)47(   

c

2
i

2

x x

2
1i

1i2

d W
gn

dx

d u
u A.s . cos

d


 
    
   

   

 cos  با دوره تنـاوب يك تابع پريوديك زوج 
  :دادبسط توان به صورت زير  مياست كه 

  
)48(      m

2
m 1

12 4
f cos 2m

1 4m





      
    
   

شود سمت راست رابطه  كه ملاحظه مي گونه همان  
اي از جمــلات  ر ثابــت و مجموعــهاز يــك مقــدا) 48(

با حل معادله ديفرانسـيل  . هارمونيك تشكيل شده است
ــه    ) 47( ــه بـ ــرايط اوليـ ــرفتن شـ ــر گـ ــا در نظـ و بـ

ــورت ص 1iu 0 0 و 1iu 0 0  ــحيح ــه تص ، جمل
  :آيد مرتبه اول به صورت زير به دست مي

  

   
 

 
 

2

i

2

x xc

m

1i 22
m 1

m

22
m 1

d
gn

dx

4 12
u A cos

1 4m

4 12
cos2m .s

1 4m 











         
          





   

)49(  

0iعبارت ،)44(در رابطه    1i
1i

0i 1i

u u
u

u u

 
 

تـوان   را مي 

  :با استفاده از بسط فوريه به صورت زير نوشت

)50 (    0 m
m 1

g b b cos m




      

صـورت بـه دسـت    ايـن  كه در آن ضـرايب فوريـه بـه    
  :آيند مي
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1 2

1 2

1 2

1

2

z z 2

0 1i 1i 1i0 z z

z z

m 1i 1i0 z

2

1iz

1
b u d u d u d

2
1

b u cos m d u cos m d
2

u cos m d , m 1,2,...





     


     


   

  

 



  

)51(  
ــر    ــط اخي ــت   2zو 1zدر رواب ــر علام ــل تغيي مح
0iتابع 1iu u  در بازه 0, 2 بـا قـرار دادن    .باشـد  مي

0iبسط فوريه ارائـه شـده بـراي عبـارت     1i
1i

0i 1i

u u
u

u u

 

 
ر د 

شود كـه اولـين جملـه از ايـن      مشاهده مي) 44(معادله 
ر اسـت كـه بـراي حـذف آن     يك جمله سـكولا  ،بسط

  :برقراري رابطه زير لازم است
  
)52(      2

0i 2i 0i 12 A cos b cos 0           
  :بنابراين

)53(   0i 1
2i

b

2A


    

مرتبــه  شــود كــه فركــانس تصــحيح مشــاهده مــي  
تابعي از دامنه نوسان اسـت كـه از غيرخطـي     ،2iدوم

با حذف جمله سـكولار از   .شود مي ناشي بودن سيستم
و حــل ايــن معادلــه ديفرانســيل بــه ازاي ) 44(معادلــه 

شرايط اوليه 2iu 0 0 و 2iu 0 0پاسخ تصحيح ، 
  :آيد مرتبه دوم به صورت زير به دست مي

  

 

2

i

2

x xc

m
2i 0 2

m 1

m
0 2

m 1

d
gn

dx

b
u A b cos

1 m

b
b cos m .s

1 4m












 
     

 
    

   




   

)54(  
بـه دسـت   ) 51(از روابـط   mbو 0bدر رابطه اخير  
در نهايت پاسخ سيستم از رابطه زير بـه دسـت    .آيند مي
  :آيد مي

  
)55(          2

i 0i i 1i i 2iu u u u        
iكه در آن t       بوده و فركـانس طبيعـي سيسـتم از

  :شود رابطه زير محاسبه مي
)56(   2

i 0i i 2i       
شود تئـوري   همانطور كه از رابطه فوق مشاهده مي  
تابعي از دامنـه   صورت بههاي طبيعي را  فركانس ،جديد

هـاي ديگـر    اين امر برخلاف مدل .كند ارتعاش بيان مي
هاي طبيعي به شرايط  باعث شده است تا فركانس [18]

  .ز وابسته باشنداوليه ني
  

  نتايج تحليلي 
ايج حاصل از مدل ارائه شده با نتايج به منظور مقايسه نت
هـاي تجربـي موجـود در ادبيـات فـن،       حاصل از تست
هـاي سـاده در دو انتهـا را     گاه دار با تكيه نمونه تير ترك

ابعــاد هندســي و  [31]دهــيم  مــورد بررســي قــرار مــي
ــرك   ــر ت ــانيكي تي ــات مك ــي   مشخص ــورد بررس   دار م

Lطـول تيـر  : ين صورت استبد 400 mm ،  مسـاحت
ــر    ــع تي ــطح مقط 2Aس 10 10 mm  ،  ــد ــرم واح ج

ــم 37650حجـــ Kg m   ــگ ــدول يانـــ   و مـــ
11 2E 2.16 10 N m  .  ــاي ــن، پارامتره ــر اي عــلاوه ب

a:بعد ترك عبارتند از بي

2d
     كه نشان دهنـده عمـق

و ) تيـر  نسـبت عمـق تـرك بـه ضـخامت     (نسبي ترك 
c

c

x

L
       نسـبت  (نشان دهنـده موقعيـت نسـبي تـرك

قبـل از  . باشد مي) فاصله ترك از ابتداي تير به طول تير
بررسي اثر پارامترهـاي تـرك بـر رفتـار ارتعاشـي تيـر       

دار، ابتدا صحت مدل ارائه شـده را بـا اسـتفاده از     ترك
  ر بــراي تيــ [31]هــاي تجربــي  نتــايج حاصــل از تســت

هاي سـاده   گاه دار با ترك باز و تكيه برنولي ترك -اويلر
همچنين بـه منظـور نشـان    . كنيم در دو انتها بررسي مي

، نتايج دادن اثر فرضيات سينماتيكي جديد پيشنهاد شده
 [15] ير پيشن و  حاصل از مدل ارائه شده و نتايج مدل

 مورد مقايسه قـرار  [31]را با نتايج تجربي  ))5(معادله (
منحني تغييرات نسبت فركانسي  )3(در شكل . دهيم مي
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براي ترك بـا عمـق   (اول برحسب موقعيت نسبي ترك 
محاسبه شده با استفاده از تئوري ارائـه   ،)0.3نسبي

به همراه نتايج حاصل از  [15] يرشن و پي شده و مدل
 نتـايج نشـان  . ارائه شده اسـت  [31] هاي تجربي آزمون

دهد كه در شكل مود اول ارتعاشي هر چه موقعيـت   مي
ها نزديكتر باشد، نتايج تقريبـاً يكسـاني    گاه ترك به تكيه

تـرك  اما با دور شدن  ؛شود دو تئوري حاصل مياز هر 
هـاي   بر فركـانس ترك ها به علت تأثير بيشتر  گاه از تكيه
شـوند و نتـايج    نتايج دو تئوري از هم دور مـي  ،طبيعي

بـه نتـايج    بـر اسـاس مطالعـه كنـوني     شدهائه تئوري ار
دهـد كـه    اين نتايج نشـان مـي  . شود تجربي نزديكتر مي

شـن و  مـدل  مدل جديد پيشنهاد شده براسـاس بهبـود   
دار را  با دقت بهتري رفتار ارتعاشي تيرهاي تـرك  ،ير پي

  .كند بيني مي پيش
  
  
  
  
  
  

 
نسبت كاهش فركانس طبيعي اول برحسب عمق نسبي   3 شكل

نتايج تجربي )  ×( هاي ساده در دو انتها،  گاه ترك براي تير با تكيه
  [15]ير پيشن و  مدل(          ) مدل ارائه شده، (         ) ، [31]

  
  

    
  
  
  
  

 پاسخ ناميراي ارتعاشات آزاد به دست آمده به روش  4شكل
)        (و پاسخ به دست آمده به روش عددي (        )اغتشاشات 

0يبرا 5.  0و 3c .  دار در شكل مود اول ارتعاشي تير ترك  

پاسخ ناميراي ارتعاشات آزاد تيـر بـا    )4(در شكل   
هاي ساده در دو انتها بـه ازاي تركـي بـا عمـق      گاه تكيه

0.5نســبي  و در موقعيــت نســبيc 0.3   كــه از
، )55(روش پيشــنهادي در تحقيــق حاضــر، معادلــه    

آمده به همراه پاسـخ حاصـل از روش عـددي     دست به
تطابق بسـيار خـوب ايـن دو نمـودار     . رسم شده است

ــل از روش      ــل حاص ــالاي ح ــت ب ــده دق ــان دهن   نش
  .پوانكاره است -ليندست
هـاي بـالايي و پـاييني پاسـخ سيسـتم خطـي        پيك

 ،به دسـت آمـده از روش عـددي    متناظر و پاسخ نهايي
ــبي    ــق نس ــا عم ــي ب ــراي ترك 0.5ب   ــت و موقعي

cنسبي 0.3  ،و  )5-الـف ( هـاي  ترتيب در شـكل ه ب
همـانطور كـه مشـاهده     .نشان داده شـده اسـت   )5-د(

هاي بالايي اين دو نمودار بر هم منطبق  شود در پيك مي
هـاي پـاييني از يكـديگر متمـايز      ولي در پيـك  ؛هستند

علت ايـن امـر ناشـي از بـاز شـدن تـرك در       . شوند مي
 .باشد هاي پاييني و كاهش سفتي معادل سيستم مي پيك

ار جزئـي بـين   يهاي بالايي نيز اختلاف بس البته در پيك
كه اين اخـتلاف ناشـي    خورد اين دو پاسخ به چشم مي

حالـت   از يكسان در نظر گرفتن سـفتي معـادل تيـر در   
در  .باشـد  بسته بودن ترك با سفتي معادل تير سالم مـي 

نشان داده شده است كـه سـفتي معـادل در     [32]مرجع 
بـا سـفتي معـادل تيـر سـالم يكسـان        بستهحالت ترك 

هـاي بـالايي شـكل     البته همانطور كه از پيك .باشد نمي
اين اخـتلاف بسـيار نـاچيز     ،شود مشاهده مي )5-الف(

جملات تصحيح به پاسخ سيسـتم  با اضافه شدن  .است
جملـه   .دشـو  جبـران مـي    ايـن اخـتلاف   ،خطي متنـاظر 

هاي  در شكل ،ترتيبه تصحيح مرتبه اول و مرتبه دوم ب
هـاي   در پيـك  .نشان داده شده است ،)5-ج(و  )5-ب(

بالايي با توجه به ايـن كـه دو نمـودار بـر هـم منطبـق       
. كننـد  هستند، بنابراين جملات تصحيح به صفر ميل مي

 ،شود كه جمله تصحيح مرتبـه اول  همچنين مشاهده مي
رفتـار غيرخطـي سيسـتم برعهـده      نمايشدر  ياثر غالب
از اثــر جملــه تصــحيح مرتبــه دوم  كــه يدر حــال ؛دارد
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  .نظر كرد توان صرف مي
  
  
  

  الف
  

  
  
  ب

  
  
  

  ج
  

  
  

  
  د

جمله تصحيح مرتبه اول ) ب(هاي بالايي،  پيك) الف(  5شكل
) د(و ) 54(جمله تصحيح مرتبه دوم معادله ) ج(، )49(معادله 

و پاسخ به (           ) هاي پاييني پاسخ سيستم خطي متناظر  پيك
(              ) پوانكاره  -دست آمده از روش ليندست

0براي 5.   0و 3c .   
  

اثـر افـزايش عمـق نسـبي تــرك در     ) 6(در شـكل    
يت نسبي ثابت، بـر پاسـخ سيسـتم بررسـي شـده      موقع
شود با افزايش عمق نسبي ترك رفتار  مشاهده مي. است

در نتيجـه اخـتلاف   و شـود   غيرخطي سيستم تشديد مي
پاسخ سيستم خطي متناظر و پاسـخ بـه دسـت آمـده از     

با توجه به اين  .شود پوانكاره بيشتر مي -روش ليندست
پاييني به دليل بـاز  هاي  كه رفتار غيرخطي در نيم سيكل

هـاي   پيك )6(شدن ترك بيشتر است، بنابراين در شكل 
  .پاييني دو نمودار نمايش داده شده است

در يك موقعيت نسبي ثابت ترك، با افزايش عمـق    

نسبي ترك، اختلاف پاسخ سيستم خطي متناظر و پاسخ 
 .يابــد نهــايي حاصــل از مــدل پيشــنهادي افــزايش مــي

ن اين اخـتلاف، دامنـه نوسـانات    بنابراين، با هدف جبرا
ــز  -جمــلات تصــحيح در روش ليندســت پوانكــاره ني

بـه ازاي   )7( يابد كه ايـن پديـده در شـكل    افزايش مي
cتــرك واقــع در موقعيــت نســبي ثابــت  0.5   و بــا

  .هاي نسبي متغير ترك نشان داده شده است عمق
  
  
  
  

  الف
  
  
  
  

  ب
  

  
  
  

  ج
  

و پاسخ (             ) پاسخ سيستم خطي متناظر  مقايسه  6شكل
(              ) پوانكاره  -نهايي به دست آمده به روش ليندست

cبراي موقعيت نسبي 0.5  0.1)الف(هاي نسبي  و عمق  ،
0.5 )ب(   0.7 )ج(و   

  
هاي اصلي رفتار غيرخطـي پاسـخ    يكي از مشخصه  

دار با مـدل تـرك بـاز و بسـته      هاي ترك ارتعاشي سازه
 .باشـد  هاي طبيعي سيستم مي شونده، تغيير در فركانس

دهد كه وجود ترك باعث كاهش در  مطالعات نشان مي
شـود و بـا    دار مـي  هـاي تـرك   هاي طبيعي سازه فركانس

ل متناظر با مـدل تـرك بـاز    توجه به اين كه سفتي معاد
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كمتر از سفتي معـادل مـدل تـرك بـاز و بسـته شـونده       
ــر روي كــاهش   ؛باشــد مــي ــاز ب ــر تــرك ب ــابراين، اث بن

هاي طبيعي بيشـتر از مـدل تـرك بـاز و بسـته       فركانس
كـه منحنـي    )8(بـا توجـه بـه شـكل     . باشـد  شونده مي

نسـبت فركـانس   (تغييرات نسبت فركانس طبيعـي اول  
برحسب موقعيت نسبي ) دار به تير سالم طبيعي تير ترك

باز و بسته شونده   ترك با مدل ترك باز و نيز مدل ترك
هـاي طبيعـي    توان كمتر بودن فركانس ارائه گرديده، مي

مدل ترك باز را نسبت به مدل ترك باز و بسته شـونده  
شـود كـه    همچنين از شكل مشاهده مـي . مشاهده نمود

سبي رفتار ارتعاشي تير مدل پيشنهادي با دقت بسيار منا
توان از ايـن مـدل بـا     كند و مي بيني مي دار را پيش ترك

يـابي بـر اسـاس آنـاليز ارتعاشـي       دقت مناسبي در عيب
  .استفاده نمود

  
  
  
  
  

 -جملات تصحيح پاسخ حاصل از روش ليندست  7شكل 
0با موقعيت نسبيپوانكاره براي ترك  5c .  هاي نسبي و عمق  

 )          (0 1. ،  (           ) 0 3.   و  
(          ) 0 5.   

  
  

    
  
  
  
  

  
نسبت كاهش فركانس طبيعي اول برحسب عمق نسبي   8شكل 

) ×(هاي ساده در دو انتها، نتايج تجربي  گاه ترك براي تير با تكيه
و (            ) ، مدل پيوسته ارائه شده با فرض ترك باز  [31]

   (            )، )20(مدل ترك باز و بسته شونده براساس رابطه 

منحني تغييرات فركانس طبيعـي اول   )9(شكل در   
برنـولي   -به ازاي عمـق نسـبي تـرك بـراي تيـر اويلـر      

شده  دادهنشان هاي ساده در دو انتها  گاه دار با تكيه ترك
شود كه در يك  مشاهده مي )9( با توجه به شكل .است

دار بـا   طبيعي تير ترك  ، فركانسمشخصنسبي  موقعيت
با افزايش عمق  و رابطه معكوس دارد ،عمق نسبي ترك

همچنـين  . يابـد  طبيعي تيـر كـاهش مـي     فركانس ،ترك
اول با دور شـدن موقعيـت    شود كه در مود مشاهده مي
اثر ترك بر كاهش فركانسي بيشر  ،گاه ساده ترك از تكيه

   .شود مي
  
  
  
  
  
  
  
  

دار برحسب عمق  برنولي ترك -فركانس طبيعي تير اويلر  9شكل 
هاي ساده در دو انتها به ازاي عمق  گاه نسبي ترك براي تير با تكيه

cنسبي 0.2  (          ) و عمق نسبيc 0.3      )    (  
 

هــاي  فركــانس) 53(و ) 56(بــا توجــه بــه روابــط   
بـه  طبيعي مدل ترك باز و بسته شـونده از رابطـه زيـر    

  :آيد دست مي
)57(   2 0 1

0

b

2A


       

از  .باشـد  دامنه اوليه اعمالي به سيسـتم مـي   Aكه در آن
يعـي بـه   هـاي طب  شود كه فركـانس  رابطه فوق نتيجه مي

در . دارنـد بسـتگي  شرايط اوليه اعمالي بر سيسـتم نيـز   
  .شود ديده نميهاي ديگر اين وابستگي  مدل

  
  گيري نتيجه 

اغلب محققـان در تحقيقـات خـود در مـورد ارتعـاش      
هاي ناشي از  دار، براي اجتناب از پيچيدگي تيرهاي ترك
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، ترك آنرفتار غيرخطي ترك در نتيجه باز و بسته شدن 
حـاكم را  خطي ورت باز مدل كرده و معادلات را به ص

در تحقيـق حاضـر رفتـار     .انـد  مورد بررسـي قـرار داده  
برنـولي داراي تـرك   -آزاد تير اويلر اتغيرخطي ارتعاش

 .خستگي با مدل پيوسته ترك مورد بررسي قرار گرفـت 
اصـلاح   [15] يـر  پيبدين منظور، فرضيات مدل شن و 

 ـ      صـورت يـك   ه شد و بـا در نظـر گـرفتن اثـر تـرك ب
اغتشاش پيوسته، فرضيات سـينماتيكي جديـدي بـراي    

جابجايي و كرنش بـا فـرض رفتـار بـاز و بسـته       ميدان
براي اعمال اثرات حاصـل   .شونده ترك پيشنهاد گرديد

ــارامتر   از  ــادلات، از پ ــرك در مع ــاز و بســته شــدن ت ب
ل كه به علامت انحناي منحنـي خيـز در مح ـ   ،كنترلي

ترك بستگي دارد و معرف وضعيت باز و يا بسته بودن 
نتـايج  . باشد استفاده گرديـد  ترك در هنگام ارتعاش مي

 ـ  با اعمـال  دهد كه  نشان مي ه شـده در  مـدل جديـد ارائ
معـادلات   ،يـر  پـي تحقيق حاضر، برخلاف مدل شـن و  

برنـولي   -ديفرانسيل خودالحاق جديدي براي تير اويلر
  .شود حاصل ميدار  ترك
براي استخراج شـكل مودهـاي ارتعاشـي، معادلـه       

ديفرانسيل حاكم با استفاده از روش گالركين حل شـده  
و سپس براي محاسبه قسمت زمـاني پاسـخ تيـر داراي    
 .ترك خستگي، مدل جديد سفتي دو خطي ارائه گرديد

به كمك اين مدل، معادله ديفرانسيل دوخطي حاكم بـر  
ــرك  ــر ت ــدل تي ــل حــل   م ــه شــكل قاب ــه روش دار ب   ب

  نتـايج بـه دسـت آمـده     .پوانكاره نوشته شـد  -ليندست
دهـد كـه در تحليـل انجـام شـده بـه روش        نشان مـي  

پوانكاره پاسـخ بـه دسـت آمـده از مجمـوع       -ليندست
اي از جمـلات   پاسخ سيستم خطي متنـاظر و مجموعـه  

در حقيقــت جمــلات  .تصــحيح تشــكيل شــده اســت 
ر هنگـام  تصحيح اثرات تغيير در سفتي معادل سيستم د

، را كه ناشي از باز و بسته شدن ترك اسـت  تير ارتعاش
در ايـن بـين، جملـه     .كنـد  در پاسخ نهـايي منظـور مـي   

تصحيح مرتبه اول نسبت به جملات مراتب بالاتر تأثير 
ــخ دارد ــي  .بيشــتري در پاس ــان م ــايج نش ــه  نت ــد ك ده

هاي طبيعي محاسبه شده با فرض تـرك بـاز و    فركانس
  .يط اوليه بستگي داردبسته شونده، به شرا

مقايسه رفتار حاصل از مدل جديـد ارائـه شـده و      
، نشـان  [31] بـا نتـايج تجربـي    [15] يـر  پيشن و  مدل
نسـبت  در اين مقالـه،  دهد كه مدل جديد ارائه شده  مي

 .اسـت  از دقـت بـالايي برخـوردار    ير پيشن و به مدل 
بـا    علاوه بر اين، نمودارهاي مقايسه تغييرات فركـانس 

كار  هب ،رامترهاي ترك در مدل باز و بسته شونده تركپا
دهـد كـه    و مدل ترك باز، نشان مي ،رفته در اين تحقيق

هـاي طبيعـي ناشـي از تـرك خسـتگي       كاهش فركانس
واقعي كه رفتاري باز و بسته شونده دارد كمتر از فرض 

بنابراين استفاده از مدل ترك باز براي  .باشد ترك باز مي
توانـد منجـر بـه نتـايج      ك خستگي مـي بررسي رفتار تر

بينـي عمـق تـرك     نادرستي شود كه مهمتـرين آن پـيش  
چنـين تخمـين   . خستگي كمتر از مقدار واقعي آن است

در  كـه  داشته باشـد  تواند خطراتي را در پي نادرستي مي
  .دنشو در نظر گرفته عواملاين  دباي ،يابي ترك عيب

يج حاصـل از  حل تحليلي ارائه شده با نتا نتايجمقايسه 
هاي تجربي موجود تطابق بسيار خوب دو پاسـخ   تست

نشـان   ،اي از پارامترهـاي تـرك   را به ازاي بازه گسـترده 
 . دهد مي
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