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  هاي پيزوالكتريكبا لايه نوع لوي هاي چندلايه كامپوزيتي متعامدخمش ورق يتحليلحل 
  )يادداشت پژوهشي(

  

  )2(مسعود طهاني                      )1(نيك ناصريانمحمد علي
    

ته يسيزوالكتريت پيهاي آن داراي خاصهيا بخشي از لايكه تمام  متعامد هاي چندلايه كامپوزيتيورق كييرفتار استاتمقاله حاضر در    چكيده
هاي تركيبي متعامد مستطيلي  چندلايه ر شكلييتغ توانمي ه شدهيارا به كمك روش. دشويمبررسي  ،، با استفاده از گسترش روش لوياست

. نمود ي، مطالعهتحليل ، به صورتدلخواه استداراي شرايط مرزي  ها آن گاه ساده و دو لبه ديگرمقيد به تكيه ها آن شكل را كه دو لبه موازي
هاي استخراج و بر حسب نوع كلاس كريستالوگرافي لايه ،ها تئوري تغيير شكل برشي مرتبه اول ورق در قالبتعادل  حاكم بر معادلات

نتايج عددي . شوندق فضاي حالت حل مييدق افتيرهري يكارگ هت، معادلات حاكم بر تعادل با بيدر نها. ندوشميبندي پيزوالكتريك دسته
الكترومكانيكي ارايه و در صورت امكان با نتايج حاصل از روش ناوير و نيز نتايج ثبت شده در ساير  هايبراي چند مسأله مختلف با بارگذاري

هاي پيزوالكتريك مورد هاي كامپوزيتي متعامد با لايهروش لوي در تحليل  استاتيكي چندلايهتوانايي  ،علاوه بر اين. دوشميمقالات مقايسه 
 .ميسر نيست كزوالكترييپهاي نشود كه در روش حل لوي امكان منظور كردن همزمان همه نيروها و ممامشاهده مي. بحث قرار گرفته است

  .ج عددي دارديج نشان از دقت عالي نتايگذاري نتاصحه چنين هم

  ر شكل برشي مرتبه اولييتئوري تغ، پيزوالكتريك، حل لوي، متعامد هاي چندلايهورق  هاي كليديواژه
  
  

Analytical Solution for Levy-type Bending of Cross-ply Piezoelectric Composite 
Laminates 
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Abstract  In this paper, the Levy-type solution is developed to study the static behavior of the 
cross-ply piezoelectric laminated composite plates whose all or some of their laminae possess 
the piezoelectric properties. By the use of the proposed method the behavior of the rectangular 
cross-ply piezoelectric laminates with at least two simply supported opposite edges can be 
analytically examined. The governing equations of equilibrium are derived in the framework of 
the first-order shear deformation plate theory and classified according to the crystallography 
type of piezoelectric layers. Moreover, limitations of the method for the analysis of this kind of 
the structures are discussed. Finally, the governing equations of equilibrium are solved 
analytically with the aid of the state-space approach. The numerical results are compared with 
those obtained by the Navier method and those obtained by other investigators. It is found that 
the present results have very good agreements with those obtained by other methods. 

Key Words  Cross-ply laminated plates, Piezoelectric, Levy-type solution, First-order shear 
deformation theory 
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  مقدمه
صـر بـه   به واسطه داشـتن خـواص منح   مواد كامپوزيتي

نسبت مقاومـت مكـانيكي بـه وزن بـالا در      مانندفردي 
پذيري عـالي، مقاومـت در   عين قابليت انعطاف و شكل

برابر خوردگي و سايش، عمر خستگي بالا، عايق بـودن  
هاي اخيـر بـه طـور    حرارتي و صوتي و غيره، طي سال

اي در صنايع مختلف مورد استفاده قـرار گرفتـه   گسترده
هاي مكانيكي ي قابليت تبديل انرژياز طرف. [1,2] است

، واكـنش  )كوپلينگ الكترومكـانيكي (و الكتريكي به هم 
سريع، دقت بالا و پيوسته، پهناي بانـد وسـيع، مصـرف    

 ـمـواد پيزوالكتر توان كـم   ، پتانسـيل عظيمـي را در   كي
هاي بـزرگ فضـايي   سازهاز  هاي هوشمندطراحي سازه

 [5,6]هـاي مينيـاتوري پزشـكي    گرفته تا سيسـتم  [3,4]
بـه   كيزوالكتريپهاي مواد وقتي لايه. موجب شده است

تقويـت   هـاي كـامپوزيتي  يا پاييني سازه سطح بالايي و
قـرار   هـا  آن شـوند و يـا داخـل   شده با الياف متصل مي

 افـزايش تواند به طور مـؤثري  شان مي، كارآييگيرند مي
 ـزوالكتريپهـاي  علاوه بر اين، تركيب لايـه . يابد بـا   كي
پاسـخ   ،تصـحيح و يـا  هاي كامپوزيتي امكان تغيير سازه

هـاي  ي لايـه گـر ي و عمـل گـر سازه را از طريق حـس 
  .آوردمذكور فراهم مي

حققين مختلفي براي توسط م) Levy(روش لوي   
هاي چندلايه ورق استاتيكي و ديناميكي تحليل رفتار

 خدير .[29-7]كامپوزيتي مورد استفاده قرار گرفته است 
تغييرشكل برشي  تئوري كارگيري بهبا  [7] همكارانو 

 )Cross-ply( هاي متعامدخمش چندلايه مرتبة اول
ا تحليل ر گاه سادهبا دو لبه موازي مقيد به تكيه متقارن
كمانش و ارتعاشات آزاد  [8] خديرو ردي   .نمودند
هاي متعامد را به كمك حل لوي و نيز روش چندلايه

هاي كلاسيك، اجزاء محدود، در قالب تئوري
تغييرشكل برشي مرتبة اول و تغييرشكل برشي مرتبة 

وش لوي با استفاده از ر [9] خدير. سوم بررسي كردند
و تئوري كلاسيك، خمش، ارتعاشات آزاد و كمانش 

دار پادمتقارن را تحليل هاي مستطيلي زاويهچند لايه
رفتار استاتيكي و ارتعاشات  [10,11] رديو  بز. كرد

را بر اساس  هاي كامپوزيتي متعامدآزاد چندلايه
 چنين همو لوي و ) Navier(هاي تحليلي ناوير  روش

هاي كلاسيك، تئوري كارگيري بهل اجزاء محدود، با مد
تغييرشكل برشي مرتبة اول و تغييرشكل برشي مرتبة 

 [12] رديو  خدير. سوم مورد مطالعه قرار دادند
دار هاي متعامد و زاويه چندلايه هاي طبيعيفركانس

به كمك روش لوي و تئوري تغييرشكل پادمتقارن را 
 پالازوتوو  پالاردي. ندبرشي مرتبه دوم استخراج كرد

 ،بر اساس تئوري تغييرشكل برشي مرتبة اول [13]
 .حل نمودندهاي متعامد را دار ويژه چندلايهمسأله مق

هاي پايه و بارهاي حل خود را براي فركانس ها آن
 )graphite/epoxy( اپوكسي/گرافيت هايكمانش ورق

 ارتعاشات [14] خدير .ارايه كردندبا چيدمان متقارن 
دار پادمتقارن را هاي مستطيلي زاويه اجباري چند لايه

تغييرشكل برشي تئوري با استفاده از روش لوي و 
و  خدير. [15] مورد مطالعه قرار داد ،مرتبة دوم
به كمك  Reddy [24]و   Nosierو  [23-16]همكارانش

تغييرشكل برشي مرتبة سوم رفتار روش لوي و تئوري 
هاي كامپوزيتي چندلايهد استاتيكي و ارتعاشات آزا

 [25]و همكارانش  كاپوريا .را بررسي كردند متعامد
 گرعمل هايلايه با هاي متعامدهيچندلاخمش 

دو لبه موازي مقيد به  پيزوالكتريك كه حداقل داراي
تغيير شكل  كارگيري تئوريببا  بودند راگاه ساده تكيه

براي  ها آن .تحليل كردند و روش لوي لبرشي مرتبه او
از الگوريتم  كم بر تعادلحا ديفرانسيل حل معادلات

روابط حاكم  اًاخير چنين هم .استفاده كردند QRعددي 
ن با دار پادمتقارهاي زاويههيچندلابراي تحليل خمش 
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برشي در قالب تئوري  كيزوالكتريپگر هاي عمليهلا
 خديرو  آلدرايهمتوسط  تغيير شكل برشي مرتبه اول

معادلات حاصله را به  ها آن .استخراج شده است [26]
  .دنحل كرد ،و رهيافت فضاي حالت كمك روش لوي

تـا  تـوان گفـت،   بررسي مقالات منتشر شده مـي با   
كامـل و   بنـدي لكنون كار جامعي كه دربرگيرنده فرمـو 

ــه ــه جنب ــل چندلاي ــف تحلي ــاي مختل ــي ه ــاي تركيب ه
باشـد، منتشـر نشـده     چيـدمان متعامـد  بـا   پيزوالكتريك

در تحقيق حاضر ضـمن بسـط روش حـل لـوي     . است
ــه ــراي چندلاي ــك،  ب ــد پيزوالكتري ــي متعام ــاي تركيب ه

در تحليـل ايـن دسـته از     مذكور هاي روشدوديتمح
نتـايج   ،علاوه بر اين. گيردها مورد بررسي قرار ميسازه

آمده از ايـن روش بـا نتـايج حاصـل از      دست بهعددي 
و روش بنا شده بر تئـوري الاستيسـيته    روش حل ناوير

  .شودسه بعدي مقايسه مي
  

  استخراج روابط
ل براي يـك ورق  معادلات حاكم بر تعاد ،در اين بخش

هـاي  لايه) يا تمام(چندلايه متعامد كامپوزيتي كه برخي 
آن داراي خواص پيزوالكتريك است استخراج و مـورد  

هندسـه و دسـتگاه مختصـات در    . گيـرد بحث قرار مـي 
  . نمايش داده شده است )1(شكل 

  

  
  

بر اسـاس    .ميدان جابجايي و شرايط مرزي مكانيكي
ميـدان جابجـايي    ،ه اولتئوري تغيير شكل برشي مرتب ـ

  : [29] توان نوشت ميزير مكانيكي را به شكل 
  
)1(  0

0

u(x, y, z) u (x, y) z (x, y)

v(x, y, z) v (x, y) z (x, y)

  

  
 

 0w(x,y,z) w (x,y)  
  

هـاي جابجـايي در   به ترتيـب مؤلفـه   wو  u ، v كه  
 و 0u،0v،0w، چنـين  هم. هستند zو  x، yجهات 

ه ناميــده شــده و توابــع هــاي عموميــت يافتــجابجــايي
  .آيند دست بهمجهولي هستند كه بايد 

ــا    ــراي ارضــ ــرا يبــ ــرز طيشــ ــادهمــ  ي ســ
0 0 y y

u w N M 0      در y 0 وy b ،
تـوان بـه صـورت    ه را مـي هاي عموميت يافت ـ جابجايي
ضرب توابع نامعين و توابع مثلثاتي معلوم بسـط  حاصل

  : داد
  

0 m m 0 m m

m 1 m 1

u (x, y) U (x)sin y v (x, y) V (x)cos y,
 

 

    

0 m m m m

m 1 m 1

w (x,y) W (x)sin y (x,y) X (x)sin y,
 

 

     

m m m

m 1

m
(x, y) Y (x)cos y (m 1, 2,...)

b
,






        

)2(  

  
 مورد بررسي و سيستم محورهاي مختصات لايههندسه چند   1شكل 
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روابط سـاختاري    .هاي تنشروابط ساختاري و منتجه
بـا فـرض حالـت     كيبي پيزوالكتريك راهاي ترچندلايه

تـوان  ام به صورت زير مي kبراي لاية  ،ايتنش صفحه
  :[29]نوشت 

k k
x 11 12 16 x

y 12 22 26 y

16 26 66xy xy

kk
31 x

32 y

36 z

Q Q Q

Q Q Q

Q Q Q

0 0 e E

0 0 e E

0 0 e E

     
             
            

  
     
     

  

)3(   

k kk
yz yz44 45

45 55xz xz

k
k x

14 24
y

15 25
z

Q Q

Q Q

E
e e 0

E
e e 0

E

            
        

 
   

   
   

 

  

  
)4(      TE x y z         
 

)5(  

k
x

k k
yx 14 15

yzy 24 25

31 32 36 xzz

xy

k k
x xy x

xy y y

z z

D 0 0 e e 0

D 0 0 e e 0

e e 0 0 eD

0 E

0 E

0 0 E

 
 
    

         
         

  

   
   

   
  
  

 

 



  

  

kها آن كه در  
ijQ انتقال يافته سفتي،k

ije ابت تـنش  ث  
k،پيزوالكتريك انتقال يافته

iE  كتريكـي در هـر   ميـدان ال
ــه ــابع پتانســيل ،لاي kو الكتريكــي ت

x،k
y،k

xy وk
z 

ك انتقـال يافتـه مربـوط  بـه هـر لايـه       الكتريثوابت دي
جابجـايي خطـي    -روابط كرنش قرار دادنا ب. دباشن مي

نتيجــه در تعريــف  قــرار دادندر روابــط فــوق و  [29]
  :يعني, هاي تنشمنتجه

dz),,,,()Q,Q,N,N,N( xzyzxyyx

2/h

2/h
xyxyyx   

)6(  
h / 2

x y xy x y xyh / 2
(M , M , M ) ( , , )zdz


     

 دسـت  بـه توان به شكل زيـر  هاي تنش را ميمنتجه  
  :آورد

  
x 11 12 16 11 12 16

y 22 26 12 22 26

xy 66 16 26 66

x 11 12 16

y 22 26

xy 66

P
x0
P
y0
P
xy0 0
P
x

y

N A A A B B B

N A A B B B

N A B B B

M D D D

M sym. D D

M D

Nu x

Nv x

Nv x u y

Mx

My

x y

   
   
   
        

  
  
  
     

  
   
         
  
 
      

P

P
xyM

 
 
 
  
 
 
 
 
  

  

 
P

y y44 452

P
45 55x x

Q QA A w y
k

A A w xQ Q

                              
          

   )7(   

  

ضريب تصـحيح نيـروي    k2(=5/6)در روابط فوق   
هـاي  سـفتي  Dijي، هـاي كشش ـ سفتي Aijبرشي است و 

ش هسـتند  كش -هاي اتصال خمشسفتي Bijي و خمش
  :شوندصورت زير تعريف ميكه به

  
)8(  k 1

k

N z
(k) 2

ij ij ij ij
z

k 1

(A ,B ,D ) Q (1,z, z )dz




    
 

ــم   ــين ه ,چن PNو PQ ــه ــروي  منتج ــاي ني ه
و كزوالكترييپ PM ـيپهـاي ممـان   منتجه   كزوالكتري

  :شوندناميده و به صورت زير تعريف مي
  

a
k 1

k

N
z

P T k k k k
31 32 36 z

z
k 1

{N } [e , e , e ]E dz
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a
k 1

k

N
z

P T k k k k
31 32 36 z

z
k 1

{N } [e , e , e ]E dz




   
  

)9(  
a

k 1

k

N
z

P T k k k k
31 32 36 z

z
k 1

{M } [e , e , e ]E zdz




    
  

 
k 1a

k

z kN
k14 24P

15 25k 1 z

e e 0
{Q } E dz

e e 0






 
  

   

  

هـا و   تعداد كل لايه Nلازم به ذكر است در روابط فوق 
Na هاي فعال تعداد لايه)Active (تدر چندلايه اس.  
  

در ) 7(روابـط   قرار دادنبا   .معادلات حاكم بر تعادل
تئوري تغيير شكل  كارگيري بهمعادلات تعادل حاصل از 

  :برشي مرتبه اول
  

xy xy yx

y xyx x
x

xy y
y

N N NN
0, 0

x y x y

Q MQ M
q 0, Q 0

x y x y

M M
Q 0

x y

  
   

   
  

     
   
 

  
 

  

)10(  
هـاي  توان معادلات تعادل را بر حسب جابجاييمي  

 ـيپنيرو و ممـان  هاي ه و منتجهعموميت يافت  كزوالكتري
در معـادلات  ) 2(روابـط   زينيگبا جاي .بازنويسي نمود

 ،داد كه براي چندلايه مورد بحثتوان نشان مي حاصله
حل تحليلـي وجـود دارد كـه روابـط زيـر      در صورتي 
  :[29] برقرار باشد

 

16 26 45 16 26 16 26A A A B B D D 0                 

)11(  

ــچندلاو در نتيجــه    ــد داراي  هي ــورد بررســي باي م
ــدماني ــد  چي ــوع متعام ــد از ن ــن   . باش ــلاوه، اي ــه ع ب

، دسته معادلات ديفرانسيل جزيي حـاكم بـر   گزيني جاي

 را به دسـته معـادلات ديفرانسـيل معمـولي زيـر      تعادل

  :كندتبديل مي
   



  


1 1 m 12 m m 11 m 1 2 m m
m 1

2 2
6 6 m m m m 66 m m

PP
xyx

m m m

A U A V B X B Y

A U V B X

NN
Y sin y

x y





        

     

      


  

  

   66 66m m m m m m
m 1

2
12 m m 22 m m 12 m m

P P
xy y2

22 m m m

A BU V X Y

A U A V B X

N N
B Y cos y

x y





        

      

 
     


 

  



2 2 2
55 44 m mm m

m 1

PP
yx

m m m

k A k A WW X

QQ
Y sin y q(x, y)

x y





     


      



  
 



   

 

11 m 12 m m 11 m 12 m m
m 1

2 2
66 66m m m m m m m m

PP
xy2 Px

55 m xm m

B U B V D X D Y

B DU V X Y

MM
k A sin y QW X

x y





        

     

       


  

  

   

 

66 66m m m m m m
m 1

2 2
12 m m 22 m m 12 m m 22 m m

P P
xy y2 P

44 m ym m m

B DU V X Y

B U B V D X D Y

M M
k A cos y QW Y

x y





        

        

 
        


  

 

   

 

66 66m m m m m m
m 1

2 2
12 m m 22 m m 12 m m 22 m m

P P
xy y2 P

44 m ym m m

B DU V X Y

B U B V D X D Y

M M
k A cos y QW Y

x y





        

        

 
        


 

)12(  
دهـد كـه نيـروي    بررسي معادلات فوق نشـان مـي    

 ي، هماننـد ك ـيالكترهـاي  و نيروها و ممـان  qمكانيكي 
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هـاي  هاي طرف چپ تساوي، بايد به صورت سريترم
  :ي زير بسط داده شوندمثلثات

  

m m
m 1

P P1
x m m

m 1

q(x, y) Q (x)sin y

N (x, y) N (x)sin y








 

 




 

P P6
xy m m

m 1

N (x, y) N (x)cos y




   

P P2
y m m

m 1

N (x, y) N (x)sin y




 
  

P P1
x m m

m 1

M (x, y) M (x)sin y




 
  

P P2
y m m

m 1

M (x, y) M (x)sin y




 
 

P P6
xy m m

m 1

P P1
x m m

m 1

M (x,y) M (x)cos y

Q (x,y) Q (x)sin y








 

 




  

)13(  
P P2
y m m

m 1

Q (x, y) Q (x)cos y




 
   

  كه
b

m m
0

b
P1 P
m x m

0

2
Q (x ) q sin y dy

b
2

N (x) N sin y dy
b

 

 




  

b
P2 P
m y m

0

b
P6 P
m xy m

0

2
N (x) N sin y dy

b
2

N (x) N cos y dy
b

 

 




  

b
P1 P
m x m

0

b
P2 P
m y m

0

2
M (x) M sin y dy

b
2

M (x) M sin y dy
b

 

 




 

b
P6 P
m xy m

0

b
P1 P
m x m

0

2
M (x) M cos y dy

b
2

Q (x) Q sin y dy
b

 

 




 

b
P2 P
m y m

0

2
Q (x) Q cos y dy

b
 

 )14(  

، )12(ت در معـادلا ) 13(روابط  قرار دادناينك با   
 ـچندلابـراي   معادلات حاكم بر تعـادل  ي هـاي تركيب ـ هي

  :آيددست ميبهصورت زير به، در حالت كلي، متعامد
  

 

   

2
11 m 66 m m m 12 66 m 11 m

2 P1 P6
66 m mn m 12 66 m m m m

A U A U A A V B X

B X B B Y N N

       

    
 

 

  

  

2
m 12 66 m 66 m 22 m m m 12

2 P6 P2
66 m 66 m 22 m m m m m

A A U A V A V B

B X B Y B Y N N

       

     
 

 

 
 

2 2
55 44 m mm 55 m 44 m m

P1 P2
m m m m

k A W A W A X A Y

Q Q Q

      

  
 

 

 
   

 

2 2
11 m 66 m m m 12 66 m 55 m

2 2
11 m 55 66 m m m 12 66 m

P1 P6 P1
m m m m

B U B U B B V k A W

D X k A D X D D Y

M M Q

       

      

  

  

  

)15(  
 

 

   

2
m 12 66 m 66 m 22 m m

2
44 m m m 12 66 m 66 m

2 2 P6 P2 P2
44 22 m m m m m m

B B U B V B V

k A W D D X D Y

k A D Y M M Q

      

     

    

 

 

 ـيپن هاي نيرو و مماآن جا كه منتجهاز     كزوالكتري
ــي ــيل     را م ــان پتانس ــارامتر يكس ــب پ ــر حس ــوان ب ت
، )را ببينيد) 9(و ) 4(روابط (تعريف نمود  يكيالكتر

 لوي ها در حلرود كه همه اين نيروها و ممانانتظار مي
 بعضـي از  حـل تحليلـي،   براي وجـود  شركت نكنند و

شان بايد صفر در نظر گرفته با توجه به شكل بسط ها آن
هـاي روش  اين موضوع خود يكي از محدوديت(شوند 

، متعامد هيچندلابه عنوان مثال، اگر در ). تحل لوي اس
وجود داشته باشـد و   [30] 222هاي پيزو از كلاس لايه

قصــــد در نظــــر گــــرفتن نيروهــــا و ممــــان     
ــي Pبرش

xy
N،P

x
Q،P

y
Q وP

xy
M ــابع   را ــيم، ت ــته باش داش

هـاي دوگانـه   ي بايد به صـورت سـري  كيالكترپتانسيل 
ــورت     ــن صـ ــود؛ در ايـ ــط داده شـ ــي بسـ كسينوسـ
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P1

mn
N،P2

mn
N،P1

mn
M وP2

mn
M در غيــر ايــن  ؛بايــد صــفر باشــند
. پـذير نخواهـد بـود   امكـان  لهمسأ صورت حل تحليلي

مورد بحث، چنـان چـه توزيـع پتانسـيل      هيچندلابراي 
هاي دوگانه سينوسي در نظر ي به صورت سريكيالكتر

گرفتــــه شــــود، در ايــــن صــــورت پارامترهــــاي 
P6
mnN،P1

mnQ،P2
mnQ وP6

mnM  البتـه در  . بايد صفر باشـند
از كـلاس   زوالكتريكيپهاي هاي متعامد با لايههيچندلا
mm2 [30]36، نظــر بــه ايــن كــهe 0 نيــرو و ممــان ،
Pبرشي

xyN وP
xyM  سـعي  . شـود خود به خود صفر مـي
 )1(به اين موضوع در جدول  هاي مربوطشده تا بحث
  .خلاصه گردد

  
  معادلاتحل 

 ارايـه شـده  مشـاهده شـد، بـه كمـك روش      چـه چنان 
كه ذاتاً يك دسـتگاه معـادلات    بر تعادل معادلات حاكم

ديفرانســيل جزيــي مرتبــه دو اســت، بــه يــك دســتگاه 
معادلات ديفرانسيل معمولي مرتبه دو با ضـرايب ثابـت   

 حـل  ا به صورت تحليليتوان آن ركه مي تبديل گرديد
ــود ــادلات  .  نم ــتگاه مع ــراي حــل دس از روش ) 15(ب

 .كمـك گرفتـه شـده اسـت     [31]تحليلي فضاي حالت 
ــه   رهيافــت فضــاي حالــت شــامل نوشــتن يــك معادل
ديفرانسيل معمولي مرتبـه بـالاتر بـه فـرم يـك معادلـه       

 ـ ماتريسي مرتبه اول مي گيري كـار  هشود كه حل آن بـا ب
اپراتـور   هاي ماتريسـي بـر حسـب مقـادير ويـژه     روش

با اين توصـيف از رهيافـت   . آيدماتريسي، به دست مي

فضــاي حالــت، دســتگاه خطــي معــادلات ديفرانســيل  
توان بـه فـرم يـك    با ضرايب ثابت را مي) 15(معمولي 

  :معادله ديفرانسيل ماتريسي مرتبه اول نوشت
  
)16(       Z T Z F   

كه در آن Z(x) است و متغيرهاي حالت بردار حالت 
  :شوندبه صورت زير تعريف مي

  

)17(  
1 m 2 m 3 m

4 m 5 m 6 m

7 m 8 m 9 m

10 m

Z U (x), Z U (x), Z V (x)

Z V (x), Z W (x), Z W (x)

Z X (x), Z X (x), Z Y (x)

Z Y (x)

  
   

  


   

  و 

 

11 14 16 17 110

22 23 25 28 29

35 38 39

41 44 46 47 410

52 53 55 58 59

0 1 0 0 0 0 0 0 0 0

a 0 0 a 0 a a 0 0 a

0 0 0 1 0 0 0 0 0 0

0 a a 0 a 0 0 a a 0

0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
T

0 0 0 0 a 0 0 a a 0

0 0 0 0 0 0 0 1 0 0

a 0 0 a 0 a a 0 0 a

0 0 0 0 0 0 0 0 0 1

0 a a 0 a 0 0 a a 0

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
    

)18(  
  و
)19(     T

1 2 3 4 50,c ,0,c ,0,c ,0,c ,0,cF     
  

بردار ثوابت  و [T]ماتريس ضرايب  عناصر غيرصفركه 
{F}  اندشده معرفي پيوستدر بخش.  

  
  شوندحذف مي ي متعامدهاي تركيبهيچندلاكه در حل لويكزوالكترييپنهاي نيرو و ممامنتجه1جدول

yبسط پتانسيل در راستاي 
كلاس كريستالوگرافي 

 زوالكتريكيپهايلايه
ي كه به واسطه زوالكتريكيپثوابت  

  تعامد صفرند
هاي كه بايد صفر منتجه

  باشند
24  222  كسينوسي 15e ,  e  P1 P2 P1 P2

m m m mN ,  N ,  M ,  M  
24  222  سينوسي 15e ,  e  P6 P1 P 2 P6

m m m mN ,  Q ,  Q ,  M  
mm2 36  سينوسي 14 25e ,  e ,  e  -  
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توان نشان داد كه پاسخ معادله ديفرانسـيل ماتريسـي   مي
  :[32]آيد از رابطه زير به دست مي) 16(
 

              
x

1 1

0
dZ E K E E F

       

)20( 

ــوق در راب   ــه ف ط    ــژة ــاي وي ــاتريس برداره م
ــاتريس م T،  1 معكــوس آن و K  ــرداري  10ب

گيري است كه به وسيله اعمال عضوي از ثوابت انتگرال
xهـاي شرايط مرزي بر لبه a / 2    شـود تعيـين مـي .

  چنين هم
101 2 xx x[E] diag(e ,e , ,e )   

مربوط به ماتريس مقادير ويژه jكه در آن T هستند .
ثوابت مربوط بـه حـل معـادلات فضـاي حالـت بـراي       

xهايشرايط مرزي مختلف روي لبه a / 2  وx a / 2 ،
  . بندي شده استاستخراج و دسته پيوست،در بخش 

  
 نتايج عددي

ارايـه   رابطه سازيدر اين بخش نتايج عددي حاصل از 
هاي گذشـته بـه وسـيله حـل دو مسـأله      شده در بخش

شـامل پـنج لايـه     :مسـأله اول . شـود نمونه بررسي مـي 
 پيزوالكتريك از جـنس  لايهو د( [p0/0/90/0/p0]متقارن 

PZT تحـت شـرايط   ) كسي اسـت واپ/ و هسته گرافيت
مرزي ساده و بارگذاري گسترده سينوسـي مكـانيكي و   

ــأله دوم ؛الكتريكـــي اســـت ــه  :و در مسـ ــار لايـ چهـ
ــكيپ ــه( [p90/p0/p90/p0] زوالكتري ــاني و  لاي ــاي فوق ه

 PVDFو دو لايــه ديگــر از  PZT-4تحتــاني از جــنس 
يط مرزي قابـل قبـول روش لـوي و    تحت شرا) هستند

. شـود تحليـل مـي   ،بارگذاري گسترده ثابـت الكتريكـي  
اي بـراي تحليـل اسـتاتيكي    علاوه بر اين يك كد رايانه

هاي تركيبي متعامد به روش نـاوير تهيـه شـده    چندلايه
آمده از آن بـا نتـايج حاصـل از     دست بهاست كه نتايج 

 ســرعت نظــردقــت و هــم از  نظــرروش لــوي هــم از 
روش نـاوير فقـط قابليـت    (شـود  همگرايي مقايسه مي

 ـچندلاتحليل  هـاي بـا چهـار لبـه مقيـد بـه شـرايط        هي
نتـايج عــددي مشـتمل بــر   ). گـاهي ســاده را دارد  تكيـه 

ــي بعــد شــده جابجــايي  ــرات ب هــاي مكــانيكي و تغيي
اي اي و بين صـفحه هاي داخل صفحهالكتريكي و تنش

 .شودمي

نمونه اول تنش برشي لازم به ذكر است، در مسأله   
محاســبه شــده و در ) 3( عرضــي از روابــط ســاختاري
اي از روابط سه لايههاي بينمسأله دوم نتايج براي تنش

با توجه  چنين هم. به دست آمده است بعدي الاستيسيته
و  باشـند مـي از نـوع ورق  مورد نظر هاي به آن كه سازه

، در تمام هاي پيزوالكتريكتوجه به ضخامت كم لايهبا 
مسائل فرض بر آن است كه تغييرات ولتاژ در راسـتاي  

  .ضخامت به صورت خطي است
  

اولين مثال به تحليـل    .[p0/0/90/0/p0]چندلايه تركيبي 
هــاي بــا لايــه [p0/0/90/0/p0]مربعــي شــكل  هيــلاپــنج 

گاه ساده  بسيار نازك و مقيد به چهار تكيه زوالكتريكيپ
و  Rayايـن مسـأله قـبلاً توسـط    .  اختصاص يافته است

بر اساس رهيافت (به صورت تحليلي  [33]همكارانش 
. اسـت  حـل شـده  ) pagano [34]سـه بعـدي   حل دقيق

تحت دو بارگذاري گسترده سينوسي مكانيكي  هيچندلا
  :، به صورت زير قرار داردو الكتريكي

  
)21(  0

x y
q(x, y) q sin sin

a b

        
   

  
  

)22(  0
x y

(x, y) sin sin
a b

        
   

F F
  

 به ترتيب مقادير بيشينه بار مكانيكي 0Fو 0q كه   
. اعمـالي بـه سـازه هسـتند    ) لتاژو( و پتانسيل الكتريكي

ــطح     ــه س ــل ب ــرود متص ــه الكت ــاژ ب ــالاييولت ــه  ب لاي
اعمـال شـده و   ) 1لايـه شـماره   (فوقـاني   زوالكتريكيپ

ايـن لايـه صـفر اسـت      پـاييني پتانسيل الكتريكي سطح 
جهـت   ،هـا لايـه  مـايي از چيـدمان  ن). اتصال به زمـين (

ــازي قطبـــي ــذاري  نحـــوهو ) Polarization(سـ بارگـ
ــي ــكل  الكتريك ــت    )2(در ش ــده اس ــايش داده ش نم
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، به دليـل محـدوديت،   زوالكتريكيپهاي ضخامت لايه(
  ).آميز نشان داده شده استاغراق

  

  
مربوط به  ها و بارگذاري الكتريكيهيلا نحوه چيدمان  2شكل 

  [p0/0/90/0/p0] هيچندلا

سه لايه مركـزي سـازه هـر يـك داراي ضـخامت        
كسي در واپ/ متر بوده و از جنس گرافيتميلي 3يكسان 

خواص مواد مورد استفاده براي اين . اندنظر گرفته شده
  :ها در دستگاه مختصات ماده، عبارتند ازلايه

  
1 2 12 13 2 23 2

12 23 13 2

12
11 22 33

E 25E , G  G 0.5E , G 0.2E

0.25, E 6.9 GPa

8.85 10 F/m

   

    

     

   

  
 زوالكتريكيپهاي ضخامت هر يك از لايه چنين هم  

ميكرومتر منظـور شـده كـه خـواص مـواد تشـكيل        40
  :به صورت زير است) PZT( ها آن دهنده

  
1 2 12 23 13

9
11 22 33

2
31 32 33 24 15

E E 2 GPa, 0.29

0.1062 10 F/m

e e 0.0046 C/m , e e e 0



       

   

    

    

                  

ــي بعــد شــده جابجــايي عرضــي    ــادير ب و  w مق
ــنش ــفحه  ت ــل ص ــاي داخ ــين  xyو x،y ايه و ب
0q  بــراي حالــت بارگــذاري   yzايصــفحه 1 Pa 

0و 100 VF با نتايج موجود در )2(، به كمك جدول 
و نيز نتايج حاصـل از حـل نـاوير مقايسـه      [33]مرجع 

در مركـز ورق،   wمقادير جابجايي عرضـي . شده است
در مركز ورق و بـه ترتيـب    yو xيهاي عمودتنش

متر از صفحه ميـاني، تـنش   ميلي 1.5و  4.5در فاصله 
ميليمتـر از   4.5در گوشه ورق و به فاصـله   xyبرشي

 yzايصفحه مياني و بالاخره تنش برشي بـين صـفحه  
yدر صفحه مياني و وسط لبـه  0   انـد محاسـبه شـده .

 xyو xهـاي دير تـنش مقـا  كه است يادآوريلازم به 
 چنـين  هم. باشدكسي ميواپ/ هاي گرافيتمربوط به لايه

  :اندها و خيز به صورت زير بي بعد شدهتنش
  

3
22

0 4
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E h
w w 10

a q
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yz yz
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در راستاي عمـود بـر جهـت     مدول يانگ 2Eكه در آن
هاي مياني ضخامت مربوط به لايه hقرارگيري الياف و

  . است) سه لايه غير پيزو(

  هاي مختلفحاصل از روش [p0/0/90/0/p0]هيچندلاهايمقايسه تنش 2جدول

  روش ,w 0 a / 2,0  
x , ,0 a / 2 h / 2   

y , ,0 a / 2 h / 6    
xy , ,a / 2 0 h / 2     

yz , ,0 0 0  
  0.0829  0.0198/  -0.0206  0.184/  - 0.158  0.518/  - 0.504  0.411  لوي

  0.0829  0.0198/  -0.0206  0.184/  - 0.158  0.518/  - 0.504  0.411  ناوير

  0.086  0.019/  - 0.021  0.184/  - 0.158  0.518/  - 0.504  0.447  [33] ري
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ــل       ــايج ح ــين نت ــوبي ب ــيار خ ــابق بس و  Rayتط
البته دليـل ايـن   . شودهمكارانش و روش لوي ديده مي

تطابق عالي بين نتايج دو روشي كه يكي بر اساس يـك  
تئوري سه بعدي و ديگري بر اساس تئوري تغيير شكل 

تـوان عـلاوه بـر    شـكل گرفتـه را مـي    ولبرشي مرتبه ا
ورق نيـز   توانايي روش، نسبت ضخامت به عرض كـم 

هيچ گونـه اختلافـي   نيز ها حتي در مورد تنش. دانست
مشـاهده   ،و لـوي  هاي نـاوير بين نتايج حاصل از روش

هاي ي روشگراياست كه هم ييادآورلازم به . شودنمي
با يك تكرار صورت گرفته است كـه ايـن    و لوي ناوير

موضوع با توجه به شكل سينوسي بارهـاي مكـانيكي و   
  .بيني بودالكتريكي قابل پيش

  
چندلايـه مـورد     .[p90/p0/p90/p0] زوالكتريكيپ چندلايه

ــه عــرض بحــث داراي نســبت طــ ــه  1ول ب و طــول ب
هـاي تشـكيل دهنـده آن    است و همه لايه 10ضخامت 

h(ضخامت يكسـان دارنـد    هـاي فوقـاني و   لايـه ). 4
ــنس ــاني از ج ــر از PZT-4تحت ــه ديگ  PVDFو دو لاي

 [35]ع خواص ايـن مـواد كـه از مرج ـ   . اندانتخاب شده
  :اقتباس شده به شرح زير است
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139.00 GPa, 139.00 GPa, 25.60 GPa
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PVDF:

238.00 GPa, 23.60 GPa, 2.15 GPa

4.40 GPa, 6.43 GPa, 0.154

-0.13 C/m , -0.14 C/m , -0.276 C/m

-0.009 C/m , -0.135 C/m

1.107 10 F/m, 1.061 10 F/m
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e

e e e

e



 

  
  

  

 

      

 
) 3(نحــوه اعمــال ولتــاژ بــه الكترودهــا در شــكل   

شـود،  مـي  مشاهده گونه كه همان. نمايش داده شده است
ها به صورت موازي بوده و كليـه اتصـالات   اتصال سيم

  .در حالت مدار باز است

  
 مربوط به ها و بارگذاري الكتريكيهيلا نحوه چيدمان  3شكل 

    [p90/p0/p90/p0] هيچندلا

ــت     ــذاري ثاب ــراي بارگ ــايج ب 0Fنت F  ــط توس
ــاي  شــكل ــا  4(ه در . نمــايش داده شــده اســت ) 15ت
هـاي  هـا و جابجـايي  هـاي مـذكور مقـادير تـنش     شكل

  :اندصورت زير بدون بعد شده مكانيكي و الكتريكي به
  

2 31

0 31

( , , ) ( , , )
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100x y xy x y xy
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e
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31 31

10
( , , ) ( , , ) ,xz yz z xz yz z z z

a
D D

e e
     

   
    

   0F
    

)24(  
هاي بردار جابجايي الكتريكـي  مؤلفه zDكه در آن  

يـب  بـه ترت  31eو  2Eبوده و نيـز مقـادير   zدر راستاي 
مربـوط بـه    زوالكتريـك يپو ثابـت تـنش    مدول يانـگ 

  .باشندمي PZT-4هاي لايه
با توجه به وجـود سـه نـوع شـرط مـرزي سـاده،         

ــردار و آزاد،  ، شــش تركيــب متمــايز از در مجمــوعگي
نظـر  توان در ي مذكور بر چهار لبه ورق ميمرز طيشرا

 ،SSSS(گرفت كه شرايط حل لوي را بـرآورده نمايـد   
FSSS، CSSS،FSFS ،CSCS وCSFS( ــابراين ؛ بنـــ

شرايط مرزي ارايـه   نتايج فقط براي اين شش تركيب از
بـه ترتيـب   ) ب -4(و ) الف -4(هاي شكل. شده است
را بـراي مسـأله    و لوي هاي ناويري روشگراينحوه هم

بعد ها خيز بيدر اين شكل. دهندمورد بررسي نشان مي
ي چهـار طـرف   مـرز  طيشـرا تحت  هيچندلاشده مركز 

تـرم مـورد نيـاز در    ه بـر حسـب تعـداد    گـاه سـاد  تكيه
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  .رسم شده است هاي مثلثاتي سري
اين توضـيح بايـد داده   ، هاي مذكورشكل در مورد  

، در )ب -4(شود كه هر عدد بر روي محور افقي شكل 
هــاي نماينــده نصــف تعــداد جمــلات ســري حقيقــت،

كه بـا   باشد؛ چراي تعريف شده براي حل لوي ميمثلثات
ن هـاي نيـرو و ممـا   توجه به صفر شـدن توابـع منتجـه   

، در شرايط بارگذاري mي به ازاي مقادير زوجكيالكتر
مورد نياز در فرآيند حل  سري هايترمثابت، عملاً تعداد 

 mمعين، نصف آن مقـدار  mبراي يك حاكم معادلات
هر عـدد بـر   )  الف -4(در شكل  چنين هم. خواهد بود

mروي محور افقي نماينده مقدار n

4

 است كهm وn 
دليـل  (ه مثلثاتي هسـتند  هاي دوگانتعداد جملات سري

، آن است كه روش حل داراي دو حلقه nدر mضرب
، 4ضرب بـر  تكرار تو در تو است و دليل تقسيم حاصل

ي بـه ازاي  ك ـيالكترن هاي نيرو و ممـا صفر شدن منتجه

). ، در شرايط بارگذاري ثابت اسـت nو mمقادير زوج
براي رسيدن بـه يـك دقـت سـه رقـم اعشـاري بـراي        

w(0, هــاي ســري مــورد نيــاز در دو جملــه، تعــداد (0
تكرار و روش  22روش لوي : روش، به اين شرح است

m( 14×14=196: ناوير n 28 .(  

هــاي اي تغييــرات جابجــاييهــاي مقايســهمنحنــي  
هـا و بـردار   مكانيكي در راستاي طول يا عرض و تنش

 طيشـرا ي در راستاي ضخامت بـراي  جابجايي الكتريك
 ي مختلف، مربوط به حالـت بارگـذاري الكتريكـي   مرز

بـا  . قابـل مشـاهده اسـت   ) 8تا  5(هاي شكل درثابت، 
كـه نتـايج عـددي     دريافتتوان ها ميبررسي اين شكل

ارايه شده براي روش ناوير به نحو بسيار عالي بر نتايج 
 چنـين  هـم . منطبـق هسـتند   حاصل از روش حـل لـوي  

ايي بـردار جابج ـ  zDشود كه توزيـع مؤلفـه  مشاهده مي
  .ي نيستمرز طيشراچندان تابع نوع  الكتريكي

  

 

  
  هاي سريتعداد ترم )الف(

w
(a

/2
,b

/2
)

5 10 15 20
-9

-8.95

-8.9

-8.85

-8.8

-8.75

-8.7

-8.65

-8.6

  
  هاي سريتعداد ترم )ب(

مربوط به روش ناوير و ) الف(هاي سري مثلثاتي ؛ ي ساده بر حسب تعداد ترممرز طيشراتحت  [p90/p0/p90/p0] هيچندلاخيز مركز   4شكل 
  به روش لويمربوط ) ب(
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   xy)پ(و  y)ب(، x)الف( ؛[p90/p0/p90/p0]هيچندلاراستاي ضخامتاي دري داخل صفحههاتوزيع تنش  6شكل 
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  z)پ(و  yz)ب(، xz)فال( ؛[p90/p0/p90/p0]هيچندلااي در راستاي ضخامتهاي داخل صفحهتوزيع تنش  7شكل 

  
  

  

  

  

  

  

  [p90/p0/p90/p0] هيچندلادر راستاي ضخامت  zDتغييرات  8 شكل
  

  گيري نتيجه
به كمك تئوري تغيير شكل برشـي مرتبـه اول و روش   

هـاي متعامـد تركيبـي    استاتيكي چندلايهحل لوي رفتار 
. پيزوالكتريــك بــا خــواص ارتوتروپيــك بررســي شــد

معــادلات حــاكم بــر تعــادل بــر حســب نــوع كــلاس  
و  شدهبندي هاي پيزوالكتريك دستهكريستالوگرافي لايه

محدوديت روش لوي در تحليل خمـش ايـن گـروه از    

رهيافـت   چنـين  هـم . ها مورد بحـث قـرار گرفـت   سازه
لت، با موفقيت براي حل معادلات حـاكم بـر   فضاي حا

مشـاهده   و كار گرفته شـد  هب ،تعادل مسأله مورد بررسي
هاي حـل نـاوير و   كه به هنگام استفاده از روش گرديد

هاي متعامد تركيبـي  لوي براي تحليل استاتيكي چندلايه
امكان منظور كردن همزمـان سـهم همـه     ،پيزوالكتريك

مقايسه نتايج . ميسر نيست هاي الكتريكينيروها و ممان



  ...حل تحليلي خمش ورق هاي چند لايه كامپوزيتي    نشريه علوم كاربردي و محاسباتي در مكانيك
 

130  

عددي بـا نتـايج حاصـل از روش نـاوير و حـل دقيـق       
ه شده را نشـان  ئصحت و دقت عالي نتايج ارابعدي  سه

  . داد
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  {F}بردار ثوابت عناصر غير صفر 
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ي براي محاسبه بردار ثوابتمرز طيشرااعمال   K  :براي محاسبه بردار K   لازم است، شرايط مرزي مختلـف در

/هايهر يك از لبه 2x a  به صورت يك معادله ماتريسي به فرم زير، بر حسب بردار حالت Z ،نوشته شود:   
  
)27(       ˆ ˆZa c    

اين معادله ماتريسي و يا به عبارتي ثوابت، در ادامه   â و ĉ براي شرايط مرزي مختلف ارايه خواهد شد.  
  :گيردار يمرز طيشرا) الف
xهايي گيردار براي هريك از لبهمرز طيشرا   a / 2   ياx a / 2 توان به صورت زير، بـر حسـب بـردار    را مي
  :، بيان نمودحالت
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قدم بعدي در محاسبه بردار ثابت   K گزينيجاي Z  به منظور رسـيدن بـه يـك    ) 27(در معادله ) 20(از رابطه
معادله ماتريسي بر حسب Kبه فرم ،    l K r است كه در آن:  
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گذاريبا جاي   â و ĉ  هايي حاكم بر لبهمرز طيشرابسته به ) (30(تا ) 28(از معادلاتx a / 2  (  در روابـط
از تركيـب معـادلات   . آيـد مجهول هستند، به دست مـي  10معادله و  10فوق، دو معادله ماتريسي كه در مجموع داراي 

مذكور يك معادله ماتريسي به فرم    L K Rحاصل خواهد شد كه در آن ،:  
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در نهايت از حل معادله اخير براي   K )     1
K L R

 ( نتيجه در رابطه  قرار دادنو)بردار حالـت )20 ، Z 
  .، در دست خواهد بودxنسبت به  ها آن و مشتقات مرتبه اول mYو mU ،mV،mW،mXو يا به عبارتي پارامترهاي

  
  
  


