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  دار جديد براي آناليز ارتعاشات عرضي تير تركترك تابع اغتشاش  ي ارائه

  
  )3(ملكي وحيد عرب  )2(سعيد لطفان   )1(موسي رضائي

  
برنـولي   دار اويلرـ ـ مطالعه و آناليز ارتعاشات عرضي تير تـرك  برايترك   ي تري از ناحيه جديد و كامل  ي در اين مقاله، مدل پيوسته  چكيده

صورت يك اغتشاش پيوسته در ميدان تنش و كرنش مدل شده كه با كمـك اصـول مكانيـك شكسـت      ارائه شده است. به اين منظور، ترك به
دار با ترك لبه باز  تير ترك ي حركت معادلهكارگيري اصل هميلتون  تابع اغتشاش ترك ارائه شده است. در ادامه با كمك اين تابع و به صورت به
روش گـالركين، اسـتخراج    بـه  ي حركت معادلهدار با استفاده از حل  هاي ارتعاشي تير ترك هاي طبيعي و شكل مود آمده است. فركانس دست به

دوخطـي مـدل شـده اسـت. يكـي از       صـورت  بهشوندگي ترك، سفتي تير در محل ترك   اثر باز و بسته سپس براي در نظر گرفتنشده است. 
دهـد كـه كـاهش     نشـان مـي   نتـايج باشـد.   دار در تمامي شكل مودهاي ارتعاشـي مـي   هاي اين روش، قابليت اعمال آن به تيرهاي ترك ويژگي
هـاي   تجربي موجـود در مقالـه   آمده با نتايج دست بهباشد. در پايان نتايج  از ترك باز مي تر كمشونده  براي ترك باز و بسته طبيعيهاي  فركانس

دار  و رفتار ارتعاشي تيرهاي ترك است هاي قبلي، بهبود يافته دهد كه مدل ارائه شده نسبت به مدل است، اين نتايج نشان مي  پيشين مقايسه شده
 نمايد. بيني مي پيشبا دقت بهتري ي پارامترهاي مختلف ترك ازا بهرا 

 .مدل سفتي دوخطي ،تابع اغتشاش ،اصل هميلتون ،دار تير ترك ،آناليز ارتعاشي  ي كليديها واژه

  
Introducing a New Crack Disturbance Function for Transverse 

 Vibration Analysis of a Cracked Beam  

 

M. Rezaee  S. Lotfan  V. A. Maleki 

 

Abstract  In this paper, in order to analyze the transverse vibration of a uniform Bernoulli-Euler beam 
containing one single edge crack, a new continuous model is proposed for the cracked section. To this 
end, by using the fracture mechanics, the crack is modeled as a continuous disturbance in the stress and 
strain fields. By applying the Hamilton’s principle, the equation of motion and the corresponding 
boundary conditions of the system are derived. The resulting equation is solved by the Galerkin method, 
and the natural frequencies and mode shapes are obtained. In order to consider the opening and closing 
effects of the crack, the stiffness at the crack location is modeled by a bilinear function. The results show 
that the changes in vibration frequencies for a breathing crack are smaller than ones caused by an open 
crack. The results have been validated by the experimental and theoretical data reported in the previous 
studies. There is a good agreement between the results obtained through the proposed method and those 
obtained from the reported experimental data. This agreement shows that present model is more accurate 
than the previous ones, and it can predict the vibration behavior of beams more precisely. 

Key Words  Vibration analysis, Cracked beam, Hamilton’s principle, Disturbance function, Bilinear 
stiffness model. 
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  مقدمه
هاي دينـاميكي كـه تحـت بارهـاي متنـاوب قـرار        سازه
در ماشــين آلات صــنعتي بخــش مهمــي را گيرنــد  مــي

ن ادهند. يكي از مسايل مـورد توجـه محقق ـ   تشكيل مي
خستگي و رشد تـرك ناشـي از آن اسـت. بـا      ي پديده

سبب خرابي و شكست كه ترك و رشد آن  توجه به اين
شـود، مطالعـه و بررسـي     در ماشين آلات صـنعتي مـي  

سـادگي و بـا دقـت مناسـبي      هايي كـه بتوانـد بـه    روش
باشـد.   بيني كند، ضـروري مـي   پارامترهاي ترك را پيش

دهـد كـه تحليـل ارتعاشـي يكـي از       مطالعات نشان مي
  .استها در اين زمينه  پركاربردترين روش

عــث تغييــر در رفتــار هــا با وجــود تــرك در ســازه  
هاي طبيعي، شكل مودهـاي   ديناميكي از جمله فركانس

شود. محققان متعـددي بـا اسـتفاده از     ارتعاشي و ... مي
هاي مختلف به بررسي اثر ترك بر رفتار ارتعاشـي   مدل
و  Doebling. [10-1] انـد  دار پرداختـه  هـاي تـرك   سازه

 يـك ديـد كلـي از اقـدامات و     ي با ارائـه  [2]همكاران 
شناسـايي تـرك، بـر     ي هاي انجام شده در زمينـه  روش

اهميت استفاده از مدل رياضي بـراي تحليـل ارتعاشـي    
ــازه ــرك س ــاي ت ــرده ه ــد ك ــد.  دار تأكي و  Chondrosان

Dimarogonas [11]   ــوري پيوســته و ــا اســتفاده از تئ ب
، تنش و كـرنش در مجـاورت   تغيير مكاناصلاح ميدان 
اكم بر رفتار ارتعاشي ديفرانسيل خطي ح ي ترك، معادله

هـا بـا اسـتفاده از     آوردنـد. آن  دسـت  بـه دار را  تير ترك
تئوري مكانيك شكست، تابع اغتشاش ترك بـر ميـدان   

هـاي سـاده در دو انتهـا     گـاه  تنش را براي تير بـا تكيـه  
استخراج نمودند و به بررسي اثر پارامترهـاي تـرك بـر    

د. دار بـا تـرك بـاز پرداختن ـ    رفتار ارتعاشـي تيـر تـرك   
Christides  وBarr [12,13]   ــرك را ــته ت ــوري پيوس تئ

دار  براي بررسي رفتار ارتعاشي تير اويلرـ برنـولي تـرك  
ها اثر ترك را با كمك نتايج  مورد استفاده قرار دادند. آن

يك تابع اغتشاش نمايي كه در ميـدان   صورت بهتجربي 
و  Shenشـود مـدل نمودنـد.     تنش عمودي اعمـال مـي  

Pierre [14]  مدل ارائه شده توسطChristides  وBarr 
و با در نظـر گـرفتن تـرك     ندرا مورد بازنگري قرار داد

ي  لبه باز، معادلات ديفرانسيل جديدي را بـراي مطالعـه  
 دار ارائه كردند.  رفتار ارتعاشي تير اويلرـ برنولي ترك

شود كه تـرك همـواره    در مدل ترك باز، فرض مي  
توان از مدل فنر خطـي   و مي ماند باز باقي مي صورت به

با سفتي ثابت استفاده نمود. اما در مورد ترك خستگي، 
جايي كه ترك در طول ارتعاش همواره باز و بسته  از آن
باز بـا خطـاي    شود، بنابراين استفاده از مدل ترك لبه مي
بـا   Gudmundson [15]ي همـراه خواهـد بـود.    تر بيش

كه استفاده از مدل بررسي اين پديده به اين نتيجه رسيد 
توانـد   ترك باز براي بررسي رفتـار تـرك خسـتگي مـي    

بينـي   ترين آن پـيش  منجر به نتايج نادرستي شود كه مهم
از مقـدار واقعـي آن اسـت.     تـر  كـم عمق ترك خستگي 

Friswell  وPenny [16]  ــر ــار غي ــا    رفت ــر ب ــي تي خط
هاي ساده در دو انتها داراي تـرك بـاز و بسـته     گاه تكيه

ا در مود اول ارتعاشـي توسـط نوسـانگر يـك     شونده ر
انـد.   سـازي كـرده   خطـي مـدل   سفتي دو آزادي با  درجه

Gomes  وAlmeida [17] دار را با در  ارتعاش تير ترك
نظر گرفتن اثر نيروي برشي و اينرسي دورانـي بررسـي   

دار بلند  در تيرهاي ترككه اين اثر و نشان دادند  كردند
  است. پوشي چشمقابل 
بـراي   اي مـدل پيوسـته   ]18[ملكي  رضائي و عرب  
استفاده از تابع اغتشاش كه در  با و نددر نظر گرفت ترك
بـه  شود  ، تنش و كرنش اعمال ميتغيير مكانهاي  ميدان

دار با ترك بـاز و بسـته    بررسي رفتار ارتعاشي تير ترك
  اســتفاده از اصــل  اهــا بـ ـ آن انــد. شــونده پرداختــه 

 Hu-Washizu ــه ــتي  معادل ــار   حرك ــر رفت ــاكم ب ح
براي تعيـين بـاز يـا     ارتعاشي تير را استخراج نمودند و

بسته بودن ترك از انحناي منحنـي خيـز تيـر در محـل     
خلاف مدل ترك  ترك استفاده نمودند. اين نوع مدل بر

خطي شدن معادلات حـاكم بـر رفتـار    باز، باعث غير لبه
تابع مجهول ها پارامترهاي  در مدل آن شود. ارتعاشي مي

تجربـي و نيـز بـا اسـتفاده از نتـايج       صورت بهاغتشاش 
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شـكل   ي كننده ضرايب تعيين αو mاخير، ي در معادله
بعد مثبتي است كه نرخ  بي متغيرα تابع اغتشاش هستند.

دهد.  كاهش تنش با دور شدن از محل ترك را نشان مي
u(dچنين  هم - a - z)  صورت بهتابع پله واحد است كه 

  شود: زير بيان مي
  

)2(  1, z < d - a
u(d - a - z) =

0, z d - a


 

   

  

تغييــر در خيــز و شــيب تيــر  وجــود تــرك باعــث  
 M شود. اگر تيـر تحـت گشـتاور خمشـي     دار مي ترك

قرار گيرد، در اين صورت شيب اضافي ناشي از وجـود  
 دسـت  بـه زير  صورت به ليانوگكاستي ي ترك طبق قضيه

  : [21]آيد مي
)3(  * CU

θ =
M




  

اين  .باشد انرژي كرنشي ناشي از ترك مي CUكه در آن
  :[21]آيد  مي دست بهانرژي با استفاده از معادله زير 
  

)3(  C

crack

U = J(ξ)dξ  

چنين باشد. هم عمق نسبي ترك مي ξدر اين رابطه  
J (ξ نــرخ انــرژي كرنشــي آزاد شــده اســت و بــراي  (

 شـود  زير بيـان مـي   صورت بهبارگذاري در حالت كلي 
[21]:  

  

)5(  
2 2 26 6 6

Ii IIi IIIi*
i=1 i=1 i=1

1 1
J(ξ) = K + K + K

2GE

            
       
    

  

 E*مدول برشي تير اسـت و  Gاخير،  ي در معادله  
باشد  ، ميEاي برابر مدول يانگ،  در حالت تنش صفحه

*اي، ولــي بــراي حالــت كــرنش صــفحه 2E = E 1- ν 
باشــد.  نســبت پواســون مــي νخواهــد بــود كــه در آن

ــ ــلاوه  هب ــد ΙΙΙKو  ΙK ،ΙΙKع ــرايب ش ــنش ض ت ت
دار تحـت خمـش    هستند. اين ضرايب براي تيـر تـرك  

  :[21]باشد  زير مي صورت بهخالص 
  

)6(  I I II III
Md

K = πaβ (ξ), K = K = 0
I

  

  

Iβكه در آن  (ξ)      تابعي از عمـق نسـبي تـرك اسـت و
  باشد: زير مي صورت به

  
)7(  2 3 4

Iβ (ξ) = 1.12 -1.4ξ + 7.33ξ -13.1ξ +14ξ  
  

ξ ي اين رابطه براي محدوده   < صـادق اسـت.    0.6
) و استفاده از 4( ي ) در معادله5-7(دادن روابط   با قرار
، گيـري  ) و انجام عمليات رياضي و انتگـرال 3( ي رابطه

زيـر   صـورت  بـه شيب اضـافي ناشـي از وجـود تـرك     
  آيد: مي دست به

  

)8(   2

*
Ma 1- ν

θ = F(ξ)
EI

  
  

زير تعريف  صورت بهرا  F(ξ)بعد  كه در آن عبارت بي
  :كنيم مي

  

)9(  
9 8 7

6 5 4

3 2

F(ξ) = 369.45ξ - 768.22ξ + 887.93ξ

- 622.69ξ + 382.54ξ -187.99ξ

+ 86.61ξ -19.7ξ +11.82ξ

   

  

) تنها با داشـتن مشخصـات   8ي ( رابطهبا توجه به   
شـيب اضـافي    تـوان  مكانيكي و هندسي تير و ترك، مي

 دسـت  بـه ناشي از ترك را بر حسب گشـتاور خمشـي   
بـين   ي  پيچشي رابطهه براي فنر ك  آورد. با توجه به اين

=tM صــورت بــهو ضــريب ســفتي  تغييــر مكــان K θ 
باشد بنـابراين ضـريب سـفتي فنـر در محـل تـرك        مي
  آيد: مي دست بهزير  صورت به

  

)10(  
 t 2

EI
K =

a 1- ν F(ξ)
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با متغير در نظر گرفتن ممان اينرسي سـطح مقطـع     
Iتير،  (x بين انحناي تير و گشتاور خمشـي   ي رابطه، (
  زير خواهد بود: صورت به

)11(  
2

c
2

d w M
=

EI(x)dx
  

ــه   ــر  ي در رابط cwاخي (x)  ــرك ــر ت ــز تي دار در  خي
ي  رابطـه گيـري از   باشد. با انتگـرال  مي zراستاي محور

  ) خواهيم داشت:11(
  

)12(  c
M 1

θ (x) = dx + C
E I(x)  

ثابتي است كه با استفاده از شـرايط مـرزي    Cكه در آن
هـاي سـاده در دو    گـاه  آيد. براي تير با تكيـه  مي دست به

  انتها خواهيم داشت:
  
)13(  

L

c
0

M M
θ (x) = B(x)- B(x)dx

E EL   

  كه در آن:

)14(  1
B(x) = dx

I(x)  

 

  cθ (x) باشـد كـه    دار مي تابع شيب منحني تير ترك
در محل ترك ناپيوسته است. اين ناپيوسـتگي ناشـي از   

باشد كه  طرف ترك ميدو اختلاف شيب منحني تير در 
  نشان داده شده است. )2(در شكل 

  

M

M

*

  
  محل تركدار در  يب منحني تير تركاختلاف ش  2شكل 

بنابراين مقدار شيب اضافي ناشي از وجود ترك را   
محـل   طرفدو توان از اختلاف شيب منحني تير در  مي

 آورد: دست بهزير  صورت بهترك 
  

)15(  + - *
c c c cθ (x ) -θ (x ) = θ  

از طرفي، بر اساس واقعيت در صـورتي كـه عمـق      
ترك به صفر ميل كند، بايد تابع اغتشاش نيز صفر شود؛ 

  بنابراين:
)16(  

a 0
limφ(x,z) = 0


  

تــوان  مــي )15و  16( ي بــا اســتفاده از حــل دو معادلــه
 دسـت  به aدلخواه   را براي ترك با عمق αو mمقادير

كامـل   صـورت  بـه آورد، در اين صورت تابع اغتشـاش  
  .شود تعريف مي

  
حاكم بر ارتعاش عرضي تير  ي استخراج معادله

  دار ترك
Shen  وPierre دار را  مقــدار تــنش محــوري تيــر تــرك

  :[14] اند زير بيان كرده صورت به
  

)17(   xσ (x, z, t) = -z + φ(x, z) T(x, t)  
  

Tدر اين رابطه (x, t) باشد. بر اين  تابع مجهول تنش مي
اساس و با استفاده از تئوري تير اويلرـ برنولي براي تير 

  :شود زير بيان مي صورت بهدار، كرنش محوري  ترك
  

)18(   
2

x 2

w
ε = -z +φ(x, z)

x


  

  

wكه در آن،  (x, t) تير در راستاي محور  تغيير مكانz 
باشد. با اعمال تابع اغتشاش ترك بر ميـدان تـنش و    مي

 ي تـوان معادلـه   كرنش و استفاده از اصل هميلتـون مـي  
آورد.  دسـت  بـه دار را  حاكم بر ارتعاش عرضي تير ترك

بدين منظور لازم است ابتـدا توابـع انـرژي پتانسـيل و     
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آيد. انرژي جنبشـي تيـر تحـت     دست بهانرژي جنبشي 
در نظر گرفتن حركت تير صرفاً در ارتعاشات عرضي با 

  باشد: زير مي صورت به zراستاي محور 
  

)19(  
2

1 w
T = ρ dV

2 t
V

 
  

  
ترتيب معرف جـرم واحـد    به dVو ρاخير، ي در رابطه

باشد. انـرژي كرنشـي    حجم تير و المان حجمي تير مي
  زير نوشت: صورت بهتوان  ذخيره شده در تير را مي

  

)20(   2x

V

1
U = E ε dV

2
  

  )، داريم:18ي ( رابطهو با استفاده از 
  

)21(   
22L 2

20
A

1 w
U = E -z +φ(x, z) dAdx

2 x

 
   

 
  

  

باشد و طبق اصـل   سطح مقطع تير مي Aدر اين رابطه 
  :[22]توان نوشت  هميلتون مي

  

)22(  2

1

t

t
δ (T - U)dt = 0  

در اصـل هميلتـون    )19و  21(گـذاري روابـط    با جـاي 
  داريم:

  

)23(

 

 

 

 

2 2 2L 2

2 2 20
A

2 2

2
A

22

2
A

w w
ρA E -z +φ(x,z) dA δwdx

t x x

Lw
E -z +φ(x,z) dA δw

0x x

Lw w
E -z +φ(x,z) dA = 0

0xx


                   
   
   

            

 




  

  
زيـر   صـورت  بهدار را  ممان اينرسي سطح براي تير ترك

  گيريم: در نظر مي
)24(    2

A

I(x) = -z + φ(x, z) dA
  

معادلات حـاكم بـر    )23و  24(با استفاده از روابط   
همـراه شـرايط مـرزي     دار بـه  ارتعاش عرضي تير تـرك 

  آيد: مي دست بهزير  صورت به
  
)25(  

2 2 2

2 2 2

w w
EI(x) +ρA = 0

x x t

     
             

)26(  
L

2

2
0

w
EI(x) δw = 0

x x

  
     

  

)27(  
L2

2
0

w w
EI(x) δ = 0

xx

  
     

  

ــه   ــه) 25ي ( رابط ــت معادل ــرك  ي حرك ــر ت دار  تي
)Iباشد. در غياب ترك،  مي x ) 24ي ( رابطهبر اساس  (

و  باشـد  مـي برابر با ممان اينرسي سطح براي تير سـالم  
 ي فرم استاندارد معادله صورت به) 25( ي حركت معادله

  شـود. بـا اسـتفاده از روابـط      تير اويلرـ برنولي بيان مـي 
هاي سـاده   گاه شرايط مرزي براي تير با تكيه )26 و 27(
  زير خواهد بود: صورت به

  

)28(  
2

2

2

2

w
x = 0 I(x) = 0, w = 0

x

w
x = L I(x) = 0, w = 0

x

 
 


    
  

  مقدار ويژه و استخراج  ي مسأله
  هاي طبيعي فركانس

دار مطـابق   حاكم بر رفتار ارتعاشـي تيـر تـرك    ي معادله
 ي باشد. اين معادله داراي مقادير ويـژه  ) مي25ي ( رابطه

صريح قابـل حـل نيسـت.     صورت بهحقيقي است ولي 
هاي طبيعـي از روش گـالركين    فركانس ي براي محاسبه

استفاده خواهيم كـرد. بـا اسـتفاده از روش جداسـازي     
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زيـر در   صـورت  بهتوان پاسخ اين معادله را  متغيرها مي
  نظر گرفت:

)29(  w (x, t) = W (x)T (t)  

  زير نوشت: صورت بهتوان  پاسخ زماني تير را مي  
  

)30(  1 n 0T(t) = C sin(ω t +Φ )  

 ي حركـت  معادلـه ) در 29ي ( رابطهگذاري  با جاي  
  )، داريم:30تير و استفاده از پاسخ زماني (
  

)31(  2 2

n2 2

d d W (x)
EI(x) = λ ρAW (x)

dx dx

 
  
   

  

nكه در آن  nλ = ω باشـند.   مـي  هاي طبيعـي  فركانس
Wبــراي اســتفاده از روش گــالركين،  (x  صــورت بــه (

  شود: تركيبي از توابع شكل مود در نظر گرفته مي
  

)32(     
N

n n
n=0

W x = a ψ x  

هـاي   گـاه  تابع شكل مود مناسب براي تير بـا تكيـه    
  زير است: صورت بهساده 

  

)33(  n
nπx

ψ (x) = sin
L

 
 
   

) و 31( ي ) در معادلـه 32ي ( رابطـه با جايگـذاري    
mψضرب  (x)  گيـري از   انتگرالطرف معادله و دو در

زيـر   صـورت  بـه مقـدار ويـژه    ي لهأآن در طول تير، مس
  آيد: مي دست به

  

)34(   ndet k - λ m = 0  
  

ترتيـب مـاتريس جـرم و سـفتي      بـه  kو  mكه در آن 
 باشد:   مي زير صورت بهها  هاي آن مؤلفه و هستند

  

)35(   
 

   
L

ij i j
0

m = ρAψ x ψ x dx  
  

)36(       22L ji
ij 2 20

d ψ xd ψ x
k = EI x dx

dx dx  
  

آمده يك مـاتريس متقـارن    دست بهماتريس سفتي   
) 32(ي  رابطـه مقدار ويـژه در   ي مسأله ،در نتيجه .است

حقيقي خواهد بود كه اين ويژگـي   ي داراي مقادير ويژه
هــاي تئــوري ارائــه شــده اســت و در   يكــي از مزيــت

  شود. هاي مشابه ديده نمي مدل
  

  مدل دو خطي  ارائه
منظور اعمال اثرات حاصل از باز و بسته شدن تـرك،   به

 شده در قسمت قبل توسط پـارامتر كنترلـي   مدل ارائه
مدل سفتي دو خطي ارائه گرديده است. ايـن   صورت به

  :]18[شود  زير بيان مي صورت بهپارامتر 
  

)37(  c

c

2

2
x=x

2

2
x=x

w
1, < 0

x
γ =

w
0, > 0

x

 






   

  

γكه ترك باز باشـد،  زماني   = و تـابع   باشـد  مـي  1
جايي، تـنش و كـرنش اثـر     هجاب هاي اغتشاش در ميدان

γو اگر ترك بسته شود، كند مي = و اثـر تـابع    اسـت  0
حـاكم بـر    ي رفته و معادله بيناغتشاش در معادلات از 

 برنــولي -اويلــر تيــررفتــار ارتعاشــي تيــر، بــه معادلــه 
. براي تعيين باز يا بسـته بـودن   شود مي تبديلاستاندارد 

 ـ  ا ترك از علامت انحناي خيز تير استفاده شده اسـت. ب
تـوان خيـز عرضـي تيـر را      استفاده از ايـن پـارامتر مـي   

  زير فرض نمود: صورت به
  

)38(  
 

c
i i i

nc
i i

w (x, t) = γW (x)T (t) +

1- γ W (x)T (t)  

cفـوق،  ي در رابطه  
iW وnc

iW  ترتيـب معـرف    بـه
iTدار و سـالم و  اُم تيـر تـرك  iشكل مود ارتعاشـي  (t) 
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گـذاري  باشـد. بـا جـاي    معرف بخش زماني متناظر مـي 
iw (x , t)  داريم:25( ي ) در معادله38ي ( رابطهاز ( 

  
2 c 2 nc2

i i
i i2 2 2

2 2
c nci i
i i2 2

W W
γEI(x)T (t) + (1- γ)EI(x)T (t)

x x x

T T
+ρA γW (x) + (1- γ)W (x) = 0

t t

  
     
   
 

     
)39(  

  

ــرب    ــا ض ــرف دو ب ــهط ــارت39ي ( رابط  ) در عب
iw (x , t)گيري از آن در طول تير و استفاده از  و انتگرال

هـاي سـاده در دو انتهـا،     گـاه  شرايط مرزي تير با تكيـه 
تير با مدل تـرك بـاز و بسـته شـونده      ي حركت معادله

  آيد: مي دست بهزير  صورت به
  

)40(  
2

i
i i i2

d T (t)
m + k T (t) = 0

dt  
  

دار  ) ارتعاشات تير تـرك 40( ي با استفاده از معادله  
گـر يـك    توان بـا ارتعاشـات نوسـان    اُم را ميiدر مود 

درجه آزادي معادل گرفت كه سفتي و جـرم معـادل آن   
  آيد: مي دست بهبا استفاده از روابط زير 

  

)41(  

L

i i i
0

c
i

i nc
i

m = ρAW (x)W (x)dx

k , γ = 1
k =

k , γ = 0







  
  

cدر روابط اخير،  
ik وnc

ik ترتيب سـفتي معـادل    به
در شرايط كـاملاً بـاز و كـاملاً بسـته تـرك       دار تير ترك

  آيد: مي دست بهزير  صورت بهاست كه 
  

)42(  
2 c 2 cL

c i i
i 2 20

2 nc 2 ncL
nc i i
i 2 20

d W d W
k = EI(x) dx

dx dx

d W d W
k = EI(x) dx

dx dx



  
  

بنــابراين بــا در نظــر گــرفتن هــر مــود ارتعاشــي،    
دو خطي  ي توان به فرم يك معادله ) را مي40(  ي معادله

  نوشت: صورت اين  به
  

)43(   

 

2 2ci
i i2

2 2nci
i i2

d T (t)
+ ω T (t) = 0, γ = 1

dt

d T (t)
+ ω T (t) = 0, γ = 0

dt  
   

cهاي طبيعي كه در آن فركانس
iω وnc

iω زيـر   صورت به
  شود: تعريف مي

  

)44(  
c nc

c nci i
i i

i i

k k
ω = , ω =

m m  
 

  Douka  نشــان دادنــد كــه بــراي  [23]و همكــاران
دار با ترك باز و بسته  ارتعاشات آزاد و ناميراي تير ترك

تـوان بـا اسـتفاده از     هاي طبيعي را مـي  شونده، فركانس
  :[24] آورد دست بهزير  صورت بهمدل دو خطي 

  

)45(  
c nc
i i

b c nc
i i

2ω ω
ω =

ω +ω  
  

اي كــه بايــد ذكــر شــود ايــن اســت كــه در   نكتــه  
دار در  هاي طبيعي تير ترك پيشين، فركانس هاي پژوهش

ــاملاً بســته از    ــرك ك ــاز و ت ــاملاً ب ــرك ك ــت ت دو حال
كه در تحقيق  آيد در حالي دست مي ههاي تجربي ب تست

و يـك   نيسـت هاي تجربـي   حاضر، نياز به انجام تست
روش تحليلي با در نظر گرفتن يك تابع اغتشاش بـراي  

آمـده از   دسـت  بـه مقـادير  اين منظور ارائه شده اسـت.  
اثـر  در آن هاي طبيعي هستند كه  فركانس )45ي ( رابطه

باز و بسته شدن ترك لحاظ شده است. در صورتي كـه  
) بـر اسـاس   34ي ( رابطهآمده از  دست به ي مقادير ويژه

  باشد. مدل ترك لبه باز مي
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ي خواهـد  
 α، مقـدار  

 
حل ترك بر 

  ي

  
  ب عمق 

  
ξي = 0.3 

  حد 

-5

20

45

70

95

120

145

170

195

α
، شمارپنجمست و 

e  يتـر  كممقدار
ش عمق تـرك،

ر پيچشي معادل مح
راي تير آلومينيومي

حسب رب ،ش تنش
  ك

ترك با عمق نسبي
تاور خمشي واح

0 0.1

سال بيس

c عبارت
α

- x -x
de

ت ديگر با افزايش
  

ت ضريب سفتي فنر
 عمق نسبي ترك بر

  

، نرخ كاهشαيرات 
نسبي ترك

  

ت ی نش در ناحيه
α ازاي گشت به =

0.2 0.3ξ

 

خواهد بود و ع
داشت. به عبارت

يابد. كاهش مي

تغييرات  3شكل 
حسب

تغيي  4شكل 

توزيع تن  5شكل
1و .4 9

0.4 0.5
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ئه شده
دبيـات
 در دو
ن تيرها

[24.  
E = 
ρ 

A 

[2.  
E = 
ρ 

 
A 

سـتفاده
 نشـان
رك بــه
وقعيـت
ه طـول

ر محـل
نشـان   

ك سفتي
ييـرات
 نشـان
ك كـم
 نـاچيز

خ
د
ك

ش

 ملكي ب

  ي
از مدل ارائ آمده

بي موجود در اد
هـاي سـاده گـاه

مشخصات اين .
  ت.

[4ي تير آلومينيومي

10= 7.2×10 N m

3ρ = 2800 kg m

ν = 0 .3 3 3 
L = 235mm 

2A = 7×23 mm

[25كي تير فولادي

11= 2.16×10 N m

3ρ = 7650 kg m

ν = 0 .3 
L = 400 mm

2A =10×10 mm

ر ادامه مـورد اس
ξ = a 2d كـه

ســبت عمــق تــر
مو ي ن دهنـده

به تير ابتداي از

چشي معادل در
)3( در شـكل

زايش عمق ترك
تغي )4(ر شـكل

عمق نسبي ترك
ر چه عمق تـرك
ار ارتعاشي تير

وحيد عرب - لطفان

نتايج عددي
دست آ بهنتايج  

هاي تجرب  تست
گ دار با تكيه ترك

دهيم ي قرار مي
 آورده شده است

مشخصات مكانيكي
 2m

  م
  

 

  

و مشخصات مكانيك
 2m

  م
  

 
  

بعد ترك كه در ي
ت عبارتنـد از:

تــرك (نس ســبي
c cη = x L نشا
ترك ي  فاصله

ب سفتي فنر پيچ
ق نسـبي تـرك
مطابق آن، با افز

چنين در ابد. هم
αبر حسب ع ،

طابق واقعيت هر
دان تنش و رفتا

سعيد لط -ي رضائي

ي نظور مقايسه
ج حاصل از تتاي

تير تر   دو نمونه
ا را مورد بررسي

زير هاي جدول

ابعاد و م  1جدول 
  مدول يانگ

جرم واحد حجم
نسبت پواسون

  طول تير
  سطح مقطع

ابعاد و  2جدول 
  مدول يانگ

جرم واحد حجم
نسبت پواسون

  طول تير
  سطح مقطع

بي پارامترهاي 
ر خواهد گرفـت

نسعمــق  ي ــده
L ) وتيرخامت 

ترك (نسبت ي
  شد.با  مي

تغييرات ضريب 
ك بر حسب عمق
 شده است و م
يا دل كاهش مي

خ كاهش تنش، 
 شده است. مط
د، اثر آن در ميد

موسي
  

من به
با نت
فن،
انتها
در ج

  
ج

 
قرار
دهنــ
ضخ
نسبي
)تير

 
ترك
داده
معاد
نرخ
داده
باشد



  ... ارتعاشات

 اثر تـرك  
از  .يابد  مي

ار را دارد،  
ن افت در 
 فركـانس     

ين تـر  ـيش 
ـدار قابـل    

  
 عمق نسبي 
و مقايسه آن 

ي ازا به، 2]

  
كاهش بت س

طبيعي سوم 
ξبي = 0.3 

 ر دو انتها

 جديد براي آناليز ا

 مشخص است
گرهي كاهش 
ين مقـداتـر  كم 

ينتر كمهي باعث 
طرفـي، كـاهش

بـين انحنـا و  ر 
ورد نظر، بـه مقـ

حسب رعي اول ب
و ساده در دو انتها 

[26شده در مرجع 

ξك  = 0.5  

ب)، نس—يعي اول (
ت كاهش فركانس ط

ي عمق نسبازا بهك 
هاي ساده در گاه كيه

ج ابع اغتشاش ترك

كه از اين شكل
ي  ترك به نقطه

در نقاط گرهي
ك در نقاط گرهي

شـود. از ط ي مي
تـر بيشهايي با  

مود ارتعاشي مو
  د.

كاهش فركانس طبيع
گاه مينيومي با تكيه

و مدل ارائه ش [24]
موقعيت نسبي ترك

  

كاهش فركانس طبي
) و نسبت---وم (

 موقعيت نسبي ترك
تك ار آلومينيومي با

تا ي ارائه  

ك چنان است. هم
با نزديك شدن

جا كه تنش د آن
قرار گرفتن ترك
نسبت فركانسي
طبيعي در محل
ميزان تنش در م

رسد توجهي مي
 

نسبت ك  6شكل 
ترك براي تير آلوم
با نتايج تجربي 
م

نسبت ك  7شكل 
فركانس طبيعي د
(........) بر حسب
د براي تير ترك
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خمشـي
در ايـن
اسـتاي
، مقدار
ز محـل

حالـت
ره بـاز

ز و  بـا
قالـه از

مـدل  «
ن مـدل
ه شـده
ك بـاز
ل تـرك
 قبل از
ـي تيـر
تفاده از

 [24]ع
ا ارائـه

ــاهش ك
 بـراي
تئـوري
ل ارائه

هــاي  ت
 نتـايج
رك بـا

يابـد.   ي
ربـي و
دهد كه

 عمــق
ه شـده

ا
ب
آ
ق
ن
ط
م
ت

 كانيك

ازاي گشتاور خ
د ده شده است.

در را z تيـر و
ساس اين توزيع،
 با دور شدن از

  يابد.
يشنهادي به دو ح
عاش تير همـوا
حين ارتعاش تير
 كـه در مـتن مق

و» رك لبـه بـاز
اسـت. بنـابراين
 اغتشـاش ارائـه

رسوم خطي ترك
مـدل«ت عنوان

در ادامه  است.
 رفتـار ارتعاشـي
شـده را بـا اسـت
ي كـه در مرجـع
ساده در دو انتها

ــبت كـ ـرات نس
ق نسـبي تـرك
 با اسـتفاده از ت

همراه نتايج مد 
حاصــل از تســت
ئه شـده اسـت.
ت مشـخص تـر
طبيعي كاهش مي
 بين نتـايج تجر
د نتايج نشان مي

  خوردار است.
يازا بــهت تــرك

ومي نشـان داده

و محاسباتي در مكا

 توزيع تنش به
ي ترك نشان داد

محور طـوليي 
بر اسباشد.  مي 

 بيشينه است و
ي ايي كاهش مي
 تابع اغتشاش پي
 كه در حين ارتع

تركي كه در ح 
ل شـده اسـت

مدل تـر«ناوين
ياد شده ا» ونده

ـا اعمـال تـابع
هاي مر ت با مدل

ها نيز تحت ز آن
 كاملاً متفاوت
هـاي تـرك بـر
حت مدل ارائه ش

هاي تجربـي ست
اي سه گاه با تكيه
  كنيم.  مي

ــ ) ــي تغيي منحن
ل بر حسب عمق

cηسبي = 0 .5،
 شده است و به

و نتــايج ح 26]
ارائ [24] مرجع

ازاي موقعيـت بـه  
هاي ط ، فركانس

سه حداكثر خطا
اشد. اينب مي 2

ي برخيدقت بالا
، اثــر موقعيــت)

ي تيـر آلومينيـو

يه علوم كاربردي و

،)5(در شكل  
حد در همسايگي

در راستاي xل 
آنكت عرضي 

ش در نوك ترك
نما صورت بهك، 
در اين مقاله، ت 

ترَكي -1رك، 
-2ماند و  ي مي
شود، اعمال ه مي

با عن ترتيب بهها 
ك باز و بسته شو
ك لبه باز كـه بـا
خراج شده است
زدر ادبيات فن ا

شود ياد مي» باز
سي اثر پارامتره

دار، ابتدا صحت ك
ج حاصل از تس

دار با ي تير ترك
ه است بررسي

ــكل   )6(در ش
انس طبيعي اول
ك با موقعيت نس
نهادي محاسبه
[6ده در مرجــع 

ربي موجود در م
دهد كـه ب ن مي

يش عمق ترك،
ساس اين مقايس

2ل ارائه شده %

ل پيشنهادي از د
)7(در شــكل  

خصي از آن براي

نشريه
  
 

واح
شكل
حرك
تنش
ترك

 
از تر
باقي
بسته
ه آن

ترك
ترك
استخ
كه د
لبه ب
بررس
ترك
نتايج
براي
شده

 
فركا
ترك
پيشن
شــد
تجر
نشان
افزاي
بر اس
مدل
مدل

 
مشخ
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ر فولادي با 
) و تير —

ξ = و  0

  
ر موقعيت 
 دو انتها و 

، شمارپنجمست و 

  ول ارتعاشي

  وم ارتعاشي

  وم ارتعاشي

و سوم ارتعاشي تير
——ي تير سالم (

0.4با عمق  نسبي

cη = 0.2  

طبيعي اول در برابر
هاي ساده در گاه يه
ξي  = 0.3  

سال بيس

شكل مود او -الف
  

شكل مود دو -ب
  

شكل مود سو - ج
  

ودهاي اول، دوم و
ساده در دو انتها براي

ي ترك بازا به) -  -
5موقعيت نسبي

  

ت كاهش فركانس ط
 تير فولادي با تكي
ترك با عمق نسبي

 

شكل مو  9شكل 
هاي سا گاه تكيه
- -  -دار ( ترك

نسبت  10شكل 
نسبي ترك براي
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زاد تيـر
رك در
ت. ايـن
متفاوت
جـه بـه
ر سـالم
خواهـد
 پاسـخ

 شــكل
ان داده
 ناشـي
ل مـود

 پاسـخ
و بسـته

باشـد.   ي
هش در
ود و بـا
ك بـاز
شـونده

هـاي   س
باشـد.   ي

 كـانس
ل تـرك

 ست.

  
ود اول
ك در

دار با  ك
 (......) 

 ملكي ب

ي ارتعاشـات آز
ي ترازا بهو انتها

اده شـده اسـت
براي دو عمق م
ه است. بـا توج
ي نسبت به تيـر

ي ختر بيشوب
تنـاوب ي دوره

دار و يــر تــرك
نشـا )9(شـكل

ا شيب اضـافي
ر نمـودار شـكل

رفتار غيرخطـي
ل تـرك بـاز و
عي سيستم مـي
 ترك باعث كاه

شـو دار مـي  رك
ظر با مـدل تـرك
 بـاز و بسـته ش
كـاهش فركـانس
سته شونده مـي
سبت كـاهش فر
ي ترك با مـدل
ونده ارائه شده اس

 تير فولادي در مو
موقعيت تركبا  دار ك
ξ )---و تير ترك (

ξسبي ترك = 0.5

وحيد عرب - لطفان

پاسـخ نـاميراي 
هاي ساده در دو

cη = نشان د 0
د ارتعاشي اول
سالم مقايسه شد

يتر كم فركانس
تناو  ي دار دوره ك

ش عمـق تـرك د
.  

اي ارتعاشــي تي
تيـر سـالم، در ش
س اين نمودارها

كستگي دراد ش
  شود. ار مي

هاي اصلي ر صه
دار با مـد  ترك
هاي طبيع ركانس

دهد كه وجود 
هـاي تـر ي سازه

فتي معادل متناظ
دل مـدل تـرك
ر ترك باز بـر ك
ل ترك باز و بس
حني تغييرات نس
ب موقعيت نسبي

باز و بسته شو  ك
 

 ارتعاشات ناميراي
)، تير ترك—سالم (

=سبي ترك 0.35

cη = و عمق نس 0

سعيد لط -ي رضائي

)8(در شكل  
ه گاه تكيهلادي با 

0عيت نسبي  .5

خ در شكل مود
ك با پاسخ تير س

دار كه تير ترك
پاسخ تير ترك د

ت و با افزايش
خواهد شد. تر ش
شــكل مودهــا 
هاي ارتعاشي ت  

ه است. بر اساس
رك، سبب ايجا
دا عاشي تير ترك

يكي از مشخص 
هاي عاشي سازه

نده، تغيير در فر
د لعات نشان مي

هاي طبيعي انس
جه به اين كه سف

از سفتي معاد تر
باشد بنابراين اثر
عي بيشتر از مد

منح )10(شكل 
عي اول برحسب
و نيز مدل ترك

پاسخ آزاد  8شكل 
تعاشي براي تير س

cη = و عمق نس 0
0.5قعيت ترك در

موسي
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پاسخ
ترك
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داشت
بيش
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  ... تابع اغتشاش ترك جديد براي آناليز ارتعاشات ي ارائه    نشريه علوم كاربردي و محاسباتي در مكانيك
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از سـفتي تيـر    تـر  كـم سفتي معادل تير با ترك بـاز    
باشد بنابراين سفتي معادل تير بـا تـرك بـاز و     سالم مي

از سفتي تير با ترك باز خواهد بود؛  تر بيشبسته شونده 
چرا كه در مدل ترك باز و بسته شـونده، در بخشـي از   
زمان ارتعاش، سفتي معـادل تيـر بـا سـفتي تيـر سـالم       

شـود. ايـن مسـأله باعـث افـزايش فركـانس        يكسان مي
شـود.   طبيعي حاصل از مدل ترك باز و بسته شونده مي

اج است. همچنين قابل استنت )10(اين واقعيت از شكل 
شود كه نتايج حاصل از مدل پيشـنهادي در   مشاهده مي

حاضر براي ترك بـاز و بسـته شـونده تطـابق      پژوهش
هاي تجربي ارائـه شـده در مرجـع     خوبي با نتايج تست

  دارد. [25]
  
  گيري نتيجه

دار بـا   حاضر رفتار ارتعاش عرضي تير ترك پژوهشدر 
ين منظـور  پيوسته مورد بررسي قـرار گرفـت. بـد   مدل 
ترك بـا اسـتفاده از اصـول مكانيـك شكسـت       ي ناحيه

سـازي شـد. يكـي از     تابع اغتشاش ترك مدل صورت به
هـاي مشـابه    اين مدل نسبت به مدل ي هاي عمده مزيت
 نتـايج  يـا عدم نياز به استفاده از نتـايج تجربـي     پيشين،

هاي  ثابت ي براي محاسبه المان محدود حاصل از روش
  باشد. مي تابع اغتشاش ترك ته دركار رف هب مجهول

اثر تـرك بـا نزديـك بـودن      دهد كه نتايج نشان مي  
ي ازا بـه يابـد و   موقعيت ترك به نقاط گرهي كاهش مي

ين انحنـا،  تـر  بـيش متناظر با  هاي ترك واقع در موقعيت
 يابـد.  طبيعـي افـزايش مـي    هـاي  شدت كاهش فركانس

بسـته  فركانسي در مـدل بـاز و   نسبت كاهش  علاوه، هب
فركانسـي در مـدل   نسـبت  از كاهش  تر كم ترك شونده

مدل نتايج حاصل از اعمال نهايت  رباشد. د ترك باز مي
هاي تجربـي موجـود    ارائه شده با نتايج حاصل از تست

دهـد   نشان مـي نتايج  مقايسه. مقايسه شددر ادبيات فن 
هـاي   دگيي ـضـمن رفـع پيچ  كه مدل جديد ارائه شـده  

هاي مشابه پيشـين بهبـود    به مدلنسبت  ،هاي اخير مدل
دار را بـا دقـت    و رفتار ارتعاشـي تيـر تـرك   است يافته 
  نمايد. بيني مي ي پارامترهاي ترك پيشازا بهي تر بيش
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