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  برنولي - اويلر هايارتعاشي تير كمانش و بررسي اثر محرك پيزوالكتريك بر رفتار
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بهينه از مواد  ةاستفاد منظور به. ها دارداي بر رفتار ارتعاشي و ظرفيت باربري سازه ملاحظه  قابل تأثيرهاي پيزوالكتريك  استفاده از لايه  چكيده

 پيزوالكتريكهاي  وصله تأثيربررسي  تحقيق حاضرهدف  پيزوالكتريك استفاده كرد. هاي وصله سرتاسري از ةجاي لاي توان به پيزوالكتريك مي
هاي  وصلههاي اعمالي از طرف  تنش تأثيرباشد.  برنولي تحت بار محوري مي-ارتعاشي تير اويلر كمانش و بر رفتار و شرايط مرزي

رفتار  حاكم بر ةمشخص ةمعادل ،سايد در معادلات حركت اعمال شده و با استفاده از روش گالركينپيزوالكتريك با استفاده از تابع هوي
هاي  وصله، طول و موقعيت طبيعي و بار بحراني تير به ولتاژهاي  فركانسكه دهد  مينشان ايج شده است. نت استخراج سيستم ارتعاشي

 شده است. و مورد بحث قرار داده ات با استفاده از نمودارهاي مناسبي ارائهتأثيراين  كه بستگي دارد نيروي محوري چنين همپيزوالكتريك و 
  دارند.و ظرفيت كمانش تير هاي طبيعي  واقع در وسط تير بيشترين تأثير را بر روي فركانس پيزوالكتريكهاي  كه وصله دهد نتايج نشان مي

  
  .پيزوالكتريك ةوصل ;كمانش بار بحراني ;نيروي محوري ;فركانس طبيعي ;برنولي -تير اويلر  كليدي هاي واژه

  
Effect of Piezoelectric Patches on the Vibration and Buckling of Euler-Bernoulli  

Beams under Axial Load 
 

H. Bighlari V. A. Maleki N. Jafarzade Aghdam 
 

Abstract  Piezoelectric layers have significant effect on the vibration behavior and buckling capacity of 
the structures. For optimum usage of piezoelectric materials, it is possible to use the piezoelectric patches 
instead of the piezoelectric layers. In this paper, the effects of piezoelectric patches and boundary 
conditions on the buckling and vibration behaviors of Euler-Bernoulli beams is investigated. The 
piezoelectric stress resultants are introduced in terms of Heaviside discontinuity functions and the 
characteristics equation is obtained via Galerkin method. The effects of variation of location, length of 
the piezoelectric patches and the applied voltages on the natural frequencies and critical buckling loads 
of beam with different boundary conditions are investigated. Results show that the natural frequencies 
and critical buckling load are dependent on the voltage, length and location of the piezoelectric patches 
and the axial load. Also, patches have a considerable effect if they placed at the beam center. 

Key Words  Euler-Bernoulli beam; Natural Frequency; Axial Load; Buckling load; Piezoelectric Patch.
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 مقدمه

ــروي محــوري  ــاربرد وســيعي در  تيرهــاي تحــت ني ك
بـا  د. نمكانيك و هوافضا دار ،هاي مهندسي عمران زمينه

اي در  ملاحظه  قابل تأثيرنيروي محوري  كه توجه به اين
و در نتيجـه  هـا   اين گونه سـازه  كاهش يا افزايش سفتي

بنـابراين   ،دارد آنهـا رفتار ارتعاشي و پايداري مكانيكي 
مـورد   تيرهـا پايداري مكانيكي و رفتار ارتعاشي بررسي 

 ن قرار گرفته است.اتوجه بسياري از محقق

ــال   ــزون    در س ــا گســترش روز اف ــر و ب ــاي اخي ه
افـزايش   بـراي تكنولوژي استفاده از مواد پيزوالكتريـك  

و ايجاد تغييرات مطلوب متناسب ظرفيت باربري تيرها 
 /كـاهش عنـوان مثـال افزايش   با نياز مـورد اسـتفاده، بـه   

هـاي طبيعـي سـازه، مـورد توجـه بسـياري از        فركانس
هـاي  محققـان در دهـه   .[7-1]محققان قرار گرفته است 

تعديل نيروهاي خـارجي وارد شـده بـه     منظور به ،اخير
عملگرهاي از سازه و در نتيجه كاهش ارتعاشات سازه، 

براساس مطالعات انجـام   .[8]اند پيزوالكتريك بهره برده
بر پايداري  مواد پيزوالكتريك يتأثيرگذار منظور بهشده 
  از دو روش ايجــاد گشــتاور خمشــي در ســازه ،ســازه

شـود و ايجـاد    كه باعث كاهش خيز سـازه مـي   [10 ,9]
 هـاي پيزوالكتريـك   نيروي كششـي بـا اسـتفاده از لايـه    

مقابله با نيروي محـوري فشـاري در    منظور به [10-14]
بـا   [9] و همكـاران  مـوريني  شـود.  ها استفاده مـي  سازه

استفاده از يك مدل تحليلي به بررسي پايداري تيرهـاي  
هـاي پيزوالكتريـك    پذير بـا اسـتفاده از محـرك    انعطاف

بـا اسـتفاده از مـدل تحليلـي بـه       [10] وانگپرداختند. 
هـاي نـازك بـا     بررسي افزايش ظرفيت بـاربري سـتون  

ايجـاد   منظـور  بـه هاي پيزوالكتريـك كـه    استفاده از لايه
متقارن بـه سـطوح بـالايي و     صورت بهنيروي محوري 

اند پرداخته است. نتايج مطالعـات   پاييني تير متصل شده
هـاي   لايـه  دهد موقعيت و ولتاژ اعمـالي بـه   او نشان مي

هـا تـأثير    پيزوالكتريك بر ظرفيـت بـاربري ايـن سـتون    
بهينه بايد موقعيـت و ولتـاژ    ةاستفادمنظور بهو  گذارد مي

مناسب مورد مطالعـه قـرار بگيـرد. ايـن تحقيـق روش      

ها بـا   افزايش ظرفيت باربري ستون منظور بهجديدي را 
 شـو و  دلا. ه استاستفاده از مواد پيزوالكتريك ارائه داد

ــداد    [15] ــي تع ــه بررس ــي ب ــتفاده از روش ريل ــا اس ب
بـر   هـا آنتأثير متقابل  چنين هم ،هاي پيزوالكتريك وصله

و  سـلوس اند.  برنولي پرداخته -رفتار ارتعاشي تير اويلر
 كنترل ارتعاشات ،با استفاده از تابع گرين [16]همكاران 

هاي پيزوالكتريك  داراي وصلهتحت نيروي محوري تير 
با مدنظر قرار دادن سـه   آنهالعه قرار دادند. را مورد مطا
پيزوالكتريـك، اثـر نيـروي     ةبـراي وصـل   طول مختلف

 بـر روي محوري و ولتـاژ اعمـالي بـه پيزوالكتريـك را     
بررسـي   يكسـر گيـردار  انتهايي تير  ةارتعاشي نقط ةدامن
بـا اسـتفاده از روش    [17]و همكـاران   چـابرا  .اند كرده

المان محدود به طراحي و تحليل سيسـتم كنتـرل فعـال    
هـاي پيزوالكتريـك    ارتعاشي تيرها با اسـتفاده از وصـله  

بـا مـدنظر قـرار دادن سـه موقعيـت       آنهـا انـد.   پرداخته
ابجـايي و  ، جهـاي پيزوالكتريـك   مختلف بـراي وصـله  

  . را مورد مطالعه قرار دادكاهش دامنه ارتعاشي تير 
 بـراي تجربي  يمطالعات [18]و همكاران  درايحمآل  
ها انجـام دادنـد.   پيزوسراميك ةسازي مكان و انداز بهينه

با استفاده از توابع ناپيوسـتگي،   [19] خدير و آلدرايحم
قطعات پيزوالكتريك  وسيلة بهبررسي تغيير شكل تيرها 

 چنـين  هـم كششي و برشي را مورد مطالعه قرار دادنـد.  
بـراي  را  تحليلـي  يمـدل  [20]اي ديگـر   در مطالعـه  آنها

ــا  بررســي تغييــر شــكل وصــلة جفــت  چنــدينتيــر ب
  والكتريك ارائه كردند. پيز

به بررسـي پاسـخ ارتعاشـي و كنتـرل      [21] نيكخو 
هاي پيزوالكتريـك در   تيرهاي نازك با استفاده از محرك

ناپيوسـتگي  وي حضور بار دينـاميكي پرداختـه اسـت.    
 صـورت  بـه پيزوالكتريك را هاي  ناشي از وجود محرك

پيوسته در معادلات اعمال كرده و تـأثير بـار دينـاميكي    
بـر  را ناشي از ضربه، نيروي متحـرك و جـرم متحـرك    

تـرين   در جديـد قرار داده است.  هپاسخ تير مورد مطالع
هـاي   اسـتفاده از محـرك   ةتحقيق انجـام شـده در زمين ـ  

ازي س ـ به بهينـه  [22]و همكاران  دوكارن ،پيزوالكتريك
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 منظـور  بـه هـاي پيزوالكتريـك    وصـله  ةموقعيت و انداز
اند. نتـايج تحقيـق    ارتعاشات تيرها پرداخته ةكاهش دامن

ارتعاشـي بـا    ةدامن ـ هـد كـه در كـاهش   د نشان مـي  آنها
ــرك  ــتفاده از مح ــل   اس ــخامت وص ــك، ض  ةپيزوالكتري

 آنهـا باشـد.   پيزوالكتريك يكي از مؤثرترين پارامترها مي
كـاهش   بـراي پارامترهاي بهينه  ةدر تحقيق خود به ارائ

تأثير اين پارامترها  ةاند و نحو ارتعاشي تير پرداخته ةدامن
هاي طبيعي و بار كمـانش را مـورد بررسـي     بر فركانس
  اند. قرار نداده

نشـان   در ايـن زمينـه   بررسي مطالعات انجام شـده   
 انشرفتار ارتعاشـي و كم ـ  ةدر زمين دهد كه هر چند مي

هـاي پيزوالكتريـك مطالعـات     تيرها تحت تـأثير وصـله  
امـا در هـيچ يـك از     ،اي صورت پذيرفته است گسترده

ــ ــول    ناي ــت و ط ــاي موقعي ــأثير پارامتره ــات ت مطالع
هـاي طبيعـي و بـار     هاي پيزوالكتريك بر فركانس وصله

  مورد بررسي قرار نگرفته است.كمانش 
رامترهـاي  تأثير پا ةمطالع منظور بهدر تحقيق حاضر   

شرايط  چنين همو  موقعيت و طول محرك پيزوالكتريك
 هاي طبيعي، رفتار ارتعاشي و پايداري بر فركانس مرزي

 وبرنـولي تحـت نيـروي محـوري      -تير اويلر مكانيكي
متقـارن بـه    صـورت  بـه الكتريك كه وپيز ةوصلتأثير دو 

مورد بررسي  ،اند سطوح بالايي و پاييني تير متصل شده
رفتار ارتعاشـي از   ةسازي و مطالع گيرد. در مدل قرار مي

برنولي استفاده شده و اثـر ناپيوسـتگي   -تئوري تير اويلر
ناشي از محرك پيزوالكتريك كه باعـث ايجـاد نيـروي    

شـود بـا اسـتفاده از تـابع      محوري موضعي در تيـر مـي  
سايد در معادلات حاكم اعمال شده است. پـس از  هوي

مطالعـة  روش گـالركين بـه   حل معادلات با اسـتفاده از  
مترهــاي مختلفــي هماننــد اارتعاشــي و تــأثير پار رفتــار

نيروي محوري، ولتاژ اعمالي، موقعيت و طـول محـرك   
تيـر   و بار كمـانش  هاي طبيعي پيزوالكتريك بر فركانس

  شود.  ه ميتپرداخ
  

برنولي با محرك  -تير اويلر مدل رياضي
  پيزوالكتريك

تحـت نيـروي   برنـولي   -اويلـر تير هاي هندسي  گيژوي
 صـورت  بـه والكتريك كه وصلة پيز مجهز بهو محوري 

) نشان داده 1، در شكل (متقارن به آن متصل شده است
پيزوالكتريك نسـبت بـه تيـر     هاي وصله اگر .شده است

 عمود بر محور طوليآنها متقارن و جهت قطبيده شدن 
بـه   Vبا اعمال ولتاژ الكتريكي  صورت ، در اينتير باشد
پيزوالكتريك قرار گرفته در بالا و پايين تيـر،   هاي وصله

پيزوالكتريـك   هـاي  وصـله نيروي ايجـاد شـده توسـط    
 .[23] خـالص خواهـد بـود    محـوري نيروي  صورت به

هاي  لايه در مرز مشترك تير وايجاد شده  محوريتنش 
  زير قابل محاسبه است: ةپيزوالكتريك از رابط

  
)1( x 31 zσ = -e E  

  
با باشد.  ميدان الكتريكي پيزوالكتريك مي zEكه در آن 

ايجاد شده در تير  محورينيروي  ،فوق ةتوجه به رابط
  :[23] زير محاسبه كرد صورت بهتوان  ا مير

  
)2( p 1 z 31 31F = -2bh E e = -2be V  

  

zاخير ةدر رابط   1E = V / h،31e  پـذيري   ثابـت نفـوذ
لايـه   و ضـخامت  پهنـا ترتيب  به 1hو bپيزوالكتريك، 

) 2رابطـة ( كـه از   طـور  همـان  باشـد. پيزوالكتريك مـي 
اعمال ولتـاژ الكتريكـي باعـث ايجـاد      ،شود مشاهده مي

 محـوري از اين نيـروي   شود. در تير مي محورينيروي 
 ـ  تغييــرات  بـراي تـوان  پيزوالكتريـك مــي  ةناشـي از لاي

  هاي ارتعاشي و بار بحراني تير بهره برد. مشخصه
 ـ    ـ حاضـر ضـخامت   ةبا توجه به اينكه در مقال  ةلاي

باشـد، از اثـر    پيزوالكتريك نسبت به تير بسيار كـم مـي  
در نظـر   منظـور  بـه و  شـود  مـي نظـر  ضخامت آن صرف

هــاي  نيــروي محــوري ناشــي از وصــله گــرفتن اثــرات
  شود.) استفاده مي2( ةپيزوالكتريك از رابط
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 محرك پيزوالكتريك
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ـي

ـك
ـتم
ظـر
اده
 عي
وي
ري
وي

را  

 
نظ در

iω te

مكاني
  

)5(

  
 

براي
منظو
گرفته

)6(

كه د
حاكم
ثابت
دس به

 x

 ك

ف) دو سر ساده با
) مدار الكتريكي لا

عاش عرضـي تي
زي صـورت  بـه ي

 4

4

w x, t
EΙ - F

x




جـرم واح ρر،
 محـوري كششـ

پيزوالكتريـك ـاي
 حركـت سيسـ

در نظ منظـور  ـه
ســايد اســتفا وي
موضـع صورت ه

نيـرو ـث ايجـاد
 نيـروي محـور

و نيـرو Pوري
اســت كتريــك

pF = P + F  

اسباتي در مكانيك

(الف ،برنولي -ويلر
(ج)

كم بر رفتار ارتع
يـروي محـوري

  
 2

2

w x, t
F +ρA

x




  

خيز عرضي تير 
نيروي Fي و

  
هـ وصله وجود
معـادلات ي در

بـحقيـق حاضـر
گي از تــابع هــو
هبوالكتريك كه

باعـ ،انـد   شـده
برآينـد .شـوند   

نيروي محـو وع
پيزوالك هــاي ــله

   نوشت:

 1H(x - x ) - H(

وم كاربردي و محا

تير او  1شكل 

حركت حاك ةدل
رنولي تحـت نيـ

 [24, 25]:  

 2

2

w x, t
A 0

t






) در آن )w x, t

E سفتي خمشي
باشد. به تير مي

كه توجه به اين
يجاد ناپيوسـتگي

بنابراين در تح ،
ايــن ناپيوســتگ 
پيزو هاي وصله. 
به تير متصل ن
مـي موضـعي   

مجموع به تير كه 
وصــي ناشــي از

زير ن صورت به 

 2(x - x )

علو ةنشري

معا  
بر-اويلر
باشد مي

)3( 

كه  
Iحجم،

اعمالي
با ت  

باعث اي
،شود مي

گــرفتن
شود. مي

و متقارن
محوري
اعمالي

محــوري
توان مي
  
)4(
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 .دشـون تحت نيروي محوري در نظر گرفتـه مـي   گيردار
 ،پيزوالكتريـك  هـاي  محركنظر كردن از اثرات با صرف

 ـ  يعـي طب يشكل مودها  يـر ز سـيل نيفراد ةاز حـل معادل
  :آيند يدست م به

  

)7(             
4 2

n n 2
n n4 2

d x d x
EI P A x 0

dx dx

 
     

  
  

اُم nمتناظر با شـكل مـود   يعيفركانس طب nωدر آن كه
 يـر ز صـورت  به توان ي) را م7( ة. جواب معادلباشند يم
  :آورد دست به

  
)8(  

     
     

n n 1

2 3 4

x = Lξ = A Sinh Mξ

+ A Cosh Mξ + A Sin Nξ + A Cos Nξ

 
 

  

ξآن در كــــه = x L و iA   i = ثوابــــت  1,2,3,4
 دسـت  بـه  يمـرز  يطهستند كه از اعمـال شـرا   يمجهول

  :عبارتند از MوNيپارامترها. آيند يم
  

)9(            

 

2

2
n

2 4 2
n

2

2
n

2 4 2
n

P P ρA
M = L + - K - ( )ω

2EI 2EI EI

= T + T - KL -Ω

P P ρA
N = L - + - K - ( )ω

2EI 2EI EI

= -T + T - KL -Ω

   
   
   

   
   
   

 

  

ــر ةرابطــدر    2Tاخي = PL 2EI ــروين  يمحــور ي
2و  بعد يب

n nΩ = ω L ρA EI عد  يب يعيفركانس طبب 
يكسـر   گـاهي  يـه تك يطبا شـرا  يرت ي. براباشد يمتناظر م
 صـورت ب يمرز يط، شرايمحور يرويو تحت ن گيردار

  باشند. يم )10روابط (
  

)10(  
   

     

n
n 0

x 0

2 3
n n n

2 3

11 1

d
0,    0,

d

d d d
0,  T 0

d d d




 

 
   



     
  

  

  

   

   

2 2

3 3

1

2
2 2

3
3 3

4

0 1

M 0

M SinhM M CoshM

M - TM CoshM M - TM SinhM

0 1 A
N 0 A

= 0-N SinN -N CosN A

- N + TN CoshN N + TN SinN A








  
  
 
 
 
   

)11(  
  

فـوق،   يمـرز  يط) در شـرا 9( ةرابط ـ يگذاريجا با  
ــرا  ــادلات لازم بـ ــب يمعـ ــول   ةمحاسـ ــت مجهـ ثوابـ

 iA   i = 1 4 آيد يم دست به )11رابطة ( صورت هب.  
 )11(همگـن   يدستگاه معادلات جبـر  كه ينا براي  
 يسمـاتر  ينـان دترم يـد با ،باشد يهيبديرجواب غ يدارا
قـرار دادن  مسـاوي صـفر   برابر صفر بشود. بـا   يبضرا
 يســتمس ةمشخصــ ةمعادلــ يبضــرا يسمــاتر ينــاندترم
  آيد. يم دست به )الف-12( ةمعادل صورت به

  

) الف-12(  

 

3

3

M - TM sinhM -αcoshM

M
- N + TN sinN +αcosN = 0

N
 
 
 

  

  

  آيد: مي دست بهزير  ةاز رابط αضريب  كه در آن
  

    ب)-12(
2 2

2 2

M coshM + N cosN
α =

M sinhM + N sinN
  

  

 ـ   هـاي طبيعـي    فركـانس  الـف) -12( ةاز حل معادل
، كه وابسته به پارامترهاي هندسي و nΩبعد سيستم، بي

  آيند. مي دست به ،باشند نيروي محوري مي
هاي طبيعـي و جايگـذاري    فركانس ةپس از محاسب  

زيـر   صورت هباُم n طبيعي  شكل مود ،)8رابطة (آن در 
  آيد: مي دست به

  

       
   
       

n n

2 2

2 2

x L cosh M cos N

M cosh M N cos N M
sinh N sin N

M sinh M N sin N N

       

        

 

)13(  
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Tي، محــور يــروين يــابغ در   =   ، معــادلات 0
 ـ )12و  13(  يعـي مشخصـه و شـكل مـود طب    ةبه معادل
 يمحور يروين يابدر غ يكسر گيرداري برنول -يلراويرت

  .شوند يم يلتبد
هاي ساده در دو  گاه برنولي با تكيه -براي تير اويلر  

 دسـت  بـه زيـر   صـورت  بـه هاي طبيعـي   انتها شكل مود
  آيند: مي

  

)14                                  ( n

n
x sin x

L

    
 

  
  

آوردن شكل مودهاي ارتعاشي تيـر   دست بهپس از   
بـا جايگـذاري   برنولي تحـت نيـروي محـوري،     -اويلر

 ـحركت ة) در معادل6پاسخ فرضي ( ديفرانسـيل   ة، معادل
  :شودمعمولي زير حاصل مي

  

 

4n n
2i

i i i4
i 1 i 1

2n
i

P 1 2 i 2
i 1

EI

0

d (x)
c A c (x)

dx

d (x)
P F H(x x ) H(x x ) c

dx

 





    

    

 


 

)15(  
ــرفين معادلـ ـ     ــرب ط ــا ض ــر در  ةب )اخي )j x  و

 ةگيري در باز انتگرال 0,L خواهيم داشت:  
  

 

2

1

L L4 2n n
i i

j j4 2
i 1 i 10 0

x L2n n
2i

P j j i2
i 1 i 1x 0

EI

0

d (x) d (x)
(x) dx P (x) dx

dx dx

d (x)
F (x) dx A (x) (x)dx

dx

 

 



   

     

  

  
  

)16(  
 صـورت  بـه  توان ي ميرا به فرم ماتريساخير  ةمعادل  

  :[10] زير نوشت
  

)17                            (     2K -ω M C = 0
  

  

بـر رفتـار    كماخير معرف معادله مشخصه حا ةرابط  
برنـولي تحـت نيـروي محـوري و      -ي تير اويلرشارتعا

ωكـه در آن  باشـد   پيزوالكتريـك مـي  هـاي   وصلهتأثير

ــانس ــتم   فرك ــي سيس ــاي طبيع ــوده ه ــهو ب ــاي  مؤلف ه
 و جـرم  هاي سـفتي  ماتريس K و  M  صـورت  بـه 
  باشند. ) مي18رابطة (

  

2

1

4
L

i
ij j 40

2 2
L x

i i
j j2 20 x

L

ij j i0

d (x)
k EI (x) dx

dx

d (x) d (x)
T (x) dx F (x) dx

dx dx

m A (x) (x)dx

 

    

   



 



 

)18(  
  

) 17( همگـن  كه دستگاه معادلات جبـري  براي اين  
بايـد دترمينـان مـاتريس     ،جواب غيربديهي باشدداراي 

 ـمعضرايب برابر صـفر باشـد. در نتيجـه      ةمشخص ـ ةادل
  آيد: مي دست بهزير  ةسيستم از رابط

  

)19                              (   2
ndet( K -Ω M ) = 0 

  

هاي طبيعي سيستم كـه  ركانسف اخير ةاز حل معادل  
 ةمكانيكي تيـر بـه انـداز   علاوه بر مشخصات هندسي و 

والكتريـك  محرك پيزنيروي محوري و ولتاژ اعمالي به 
  آيد.مي دست به ،بستگي دارد

  
  عددي نتايج

بــه بررســي عــددي نتــايج حاصــل از  ،در ايــن بخــش
رفتـار  بررسـي   منظـور  بهسازي رياضي قسمت قبل  مدل

برنـولي بـا    -اويلـر تيـر   و پايـداري مكـانيكي   ارتعاشي
كـه دو   يكسر گيـردار گاهي دو سر ساده و  شرايط تكيه

متقارن به وجوه بـالايي و   صورت بهپيزوالكتريك  ةقطع
خـواص  شـود.   پرداختـه مـي   ،انـد پاييني آن متصل شده

ــر و    ــي تي ــات هندس ــي و مشخص ــلهفيزيك ــاي وص  ه
) 1( سازي در جدولدر شبيهاستفاده شده پيزوالكتريك 
مترهـاي  اپار برحسـب نتـايج عـددي    ت.آورده شده اس

انـي ارائـه   بعـد نسـبت فركانسـي و نسـبت بـار بحر      بي
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صـورت   بـه  )بـار بحرانـي  اند. نسبت فركانسي (يـا   شده
تيـر در حضـور    (يا بـار بحرانـي)   طبيعي نسبت فركانس

 (يا بـار بحرانـي)   طبيعي والكتريك به فركانسوصلة پيز

  شود. ميوالكتريك تعريف وصلة پيزتير در غياب 
  

هاي  خواص هندسي و مكانيكي تير و وصله  1جدول 
 پيزوالكتريك

   تير  پيزوالكتريك
مدول يانگ 210  66.7 GPa،E 
چگالي  7740  8500 3Kg m، 
ثابت پيزوالكتريك  ــ  17.8 2C m،31e 
عرض  4  3.2 cm،b 

ارتفاع  0.3  0.0254 cm،h 
 

هاي ساده در  گاه طبيعي تير با تكيه  هاي فركانس ةمقايس  2جدول 
  [24]آمده از مدل ارائه شده و حل دقيق  دست بهدو انتها 

فركانس طبيعي،  rad s   

2ω  1ω  شرايط مرزي 
 حل ارائه شده  186.77  721.19

  دو سر ساده
 [24]حل دقيق 186.78  721.19

  
هاي ساده در دو  گاه نسبت بار بحراني تير با تكيه ةمقايس  3جدول 

  [10]آمده از مدل ارائه شده و نتايج مرجع  دست بهانتها 
 نسبت بار بحراني

 )Vولتاژ (
 حل ارائه شده  [10]مرجع 

1.024  1.051 200 
1.035  1.076400 
1.045 1.082600
1.056 1.094800 

 

آمده در اين  دست بهبراي اطمينان از صحت نتايج   
هاي طبيعـي  مقادير فركانس) 2در جدول ( ابتداتحقيق، 

تحت نيروي  يكسر گيرداربرنولي -تير اويلر و دومول ا
 حـل دقيـق  با نتـايج   والكتريكوصلة پيزبدون  محوري

در جـدول  سـپس  مورد مقايسه قرار گرفته است.  [24]
آمده از مدل ارائه شـده   دست بهنسبت بار بحراني  ،)3(

ازاي مقادير مختلف ولتاژ اعمالي  به [10]با نتايج مرجع 
ي هـا  گـاه  والكتريك براي تير با شرايط تكيهوصلة پيزبه 

در استخراج نتايج  ست.مقايسه گشته ا ساده در دو انتها
 [10]مشـابه مرجـع    از مشخصات هندسي و مكـانيكي 

 نتايجخوب بين  تطابقنتايج  ةمقايس ت.شده اساستفاده 
مقـادير   اخـتلاف جزئـي بـين    علـت  .دهـد  را نشان مي

اسـتفاده از   [10]حاصل از كار حاضر نسبت به مرجـع  
  باشد.هاي حل مختلف ميروشو  تئوري

  

  
  ركانسي در غيابفتأثير نيروي محوري بر نسبت   2شكل 

  اعمال ولتاژ الكتريكي

 
نيروي محوري در ولتاژ صفر بر  تأثير )2( در شكل  

يكسـر  نسبت فركانسي براي سه مود ارتعاشي اول تيـر  
  كـه مشـاهده    طـور  همـان  نشان داده شده است. گيردار
ــي ــروي محــوري شــودم ــأثير ني ــر   ت ــوجهي ب ــل ت قاب

نيروي محوري كششي بـا   دارد. تيرهاي طبيعي  فركانس
هاي طبيعـي   افزايش سفتي سازه باعث افزايش فركانس

باعــث كــاهش ر مقابــل نيــروي محــوري فشــاري، و د
. بـا افـزايش بـار محـوري     شودهاي طبيعي مي فركانس

فشاري، در يك مقدار خاص مقدار فركانس طبيعي اول 
بار بحراني گفتـه   ،به اين مقدار نيرو كه رسد به صفر مي

، بـار  يكسـر گيـردار  برنـولي  -براي تيـر اويلـر  شود. مي

بحراني برابر 
2

cr 2

π EI
P =

(2L)
بـا توجـه    كه [24] باشدمي 

 186.3N) مقـدار آن برابـر  1( دير عددي جـدول به مقا
مقـدار نيـروي    ،)2( آيد. با توجه بـه شـكل   مي دست به

 دسـت  بـه  186.3N برابر متناظر با فركانس طبيعي صفر
دهد مدل با دقت مناسـبي رفتـار    نشان مي آيد و اين مي

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

-4 -2 0 2 4

سي
كان

 فر
بت

نس

T ،ضريب بار محوري

مود اول ارتعاشي
مود دوم ارتعاشي
مود سوم ارتعاشي
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با توجه به شكل  چنين هم كند. بيني مي ارتعاشي را پيش
نيـروي محـوري بـر فركـانس      تـأثير شـود،   مشاهده مي

آن بـر روي   تـأثير تـر از  ملاحظـه  قابلطبيعي اول بسيار 
 هاي طبيعي بالاتر است.فركانس

 

  
  (الف)

  
  (ب)

هاي پيزوالكتريك بر نسبت  محركتأثير ولتاژ اعمالي به   3شكل 
  گاهي برنولي با شرايط تكيه -فركانسي تير اويلر

  (الف) يكسر گيردار (ب) دو سر ساده
  

شـود پاسـخ   ) مشاهده مي6رابطة (كه از  طور همان  
 هـاي  ارتعاشي تير علاوه بر مشخصات مكانيكي وصـله 

ــك ــت    پيزوالكتري ــول و موقعي ــالي، ط ــاژ اعم ــه ولت ب
 )،3نيز بستگي دارد. در شكل ( تريكپيزوالك هاي وصله

منحني تغييرات نسـبت فركانسـي تيـر برحسـب ولتـاژ      
ازاي طـول   است. اين شـكل بـه   اعمالي نشان داده شده

45پيزوالكتريك mm  1وx 5mm اسـت.    رسم شده
شود، علاوه بر ولتـاژ اعمـالي   طور كه مشاهده مي همان

، جهت ولتاژ نيز تـأثير قابـل   پيزوالكتريك هاي وصلهبه 
هــاي طبيعــي دارد. بــا توجــه بــه تــوجهي بــر فركــانس

در تحقيـق حاضـر،    والكتريـك وصـلة پيز پيكربندي دو 
پيزوالكتريـك و  ة وصـل ولتاژ منفي باعث افزايش طـول  

درنتيجه ايجاد نيروي محوري كششي موضـعي در تيـر   
طول و در نتيجـه   شود و ولتاژ مثبت منجر به كاهش مي

گـردد.  ايجاد نيروي محوري فشاري موضعي در تير مي
ولتاژ منفـي باعـث    بنابراين، ولتاژ مثبت باعث كاهش و

كـه   با توجه به اين شود. هاي طبيعي ميافزايش فركانس
اثر نيروي محوري در رفتـار ارتعاشـي و پايـداري تيـر     

ه كارگرفته شـد  همتقارن ب پيزوالكتريك هاي مشابه وصله
باشد، بنابراين اعمال ولتاژ منفي كـه باعـث افـزايش    مي

شـود در افـزايش ظرفيـت بـار     هاي طبيعي مـي فركانس
 علاوه بر ايـن،  باشد.بحراني تير نيز بسيار تأثيرگذار مي

دهد كه تأثير ولتاژ الكتريكي بر تغييـرات   نتايج نشان مي
فركانس طبيعـي اول نسـبت بـه تـأثير آن بـر تغييـرات       

  باشد.ملاحظه مي اي بالاتر قابلهفركانس
 والكتريـك وصلة پيزنشان دادن تأثير طول  منظور به  

) سه 4در شكل ( ،و شرايط مرزي بر رفتار ارتعاشي تير
ــي اول   ــبت فركانس ــبنس ــله  برحس ــول وص ــاي ط  ه

 مكــانيكي و در غيــاب نيــروي محــوري پيزوالكتريــك
شـود بـا    كـه مشـاهده مـي    طور همانآورده شده است. 

، تـأثير آن بـر   پيزوالكتريـك هـاي  افزايش طول محـرك 
يابد. ميـزان طـول مـؤثر    هاي طبيعي افزايش ميفركانس

بيشتر بر روي رفتار ارتعاشي بـه ولتـاژ    اثرگذاريبراي 
بســتگي دارد.  پيزوالكتريــكهــاي اعمــالي بــه محــرك

شـود  ) مشـاهده مـي  4كه با توجـه بـه شـكل (    طوري هب
هاي پيزوالكتريك با طـول   ، وصله1000Vاي ولتاژ از به

% طول تير، تأثير بسـيار كمـي بـر فركـانس     20كمتر از 
هـا اثـر   با افزايش طول محـرك  چنين همطبيعي دارند و 

كـه   تا ايـن  شود ميهاي طبيعي بيشتر روي فركانس آنها
 % طول تير) تـأثير 80بعد از رسيدن به مقدار مشخصي (

هاي طبيعـي بـه مقـدار ثـابتي ميـل       آن بر تغيير فركانس
نزديـك بـه    پيزوالكتريـك  هـاي  كند. بنابراين وصـله  مي

هـاي   انتهاي گيردار تير تأثير كمتري بر تغييرات فركانس
و با نزديك شدن آن به انتهاي آزاد تيـر   داردطبيعي تير 
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دهـد كـه    شود. نتايج نشان مي بيشتر مي آنهاتأثيرگذاري 
ــه ــور ب ــتفاد منظ ــه ةاس ــرك  ،بهين ــتفاده از مح ــاي  اس ه

و اعمـال ولتـاژ الكتريكـي ورودي كمتـر      پيزوالكتريك
هاي پيزوالكتريـك   بايستي طول مؤثر و موقعيت محرك

  مناسبي تعيين شوند. شكلبه 
  

  
  (الف)

  
  (ب)

هاي پيزوالكتريك بر نسـبت فركانسـي    أثير طول محركت  4شكل 
  لف) يكسر گيردار (ب) دو سر سادهگاهي (ا تير با شرايط تكيه

  

ــأث)، 5و  6هــاي ( در شــكل   ــر موقعيت ت محــرك ي
نشـان داده شـده   ر ي ـت يك بر نسبت فركانس ـيزوالكتريپ

، هرچـه  پيزوالكتريـك ازاي طول ثابت محـرك   بهاست. 
تأثير آن بر سفتي  ،محرك به انتهاي گيردار نزديك باشد

و اثـر كمتـري بـر تغييـرات      اسـت معادل سـازه كمتـر   
 هاي تأثير وصله چنين همفركانس طبيعي خواهد داشت. 

 مراتـب  بـه بر تغييرات فركانس طبيعي اول  پيزوالكتريك
باشـد.  هاي طبيعي بالاتر ميبيشتر از تأثير آن بر فركانس

طبيعـي    حداكثر افـزايش فركـانس   1000Vازاي ولتاژ به
و دو سـر سـاده    يكسر گيـردار ايط مرزي اول تير با شر

 ةباشد. بنـابراين بـراي اسـتفاد    % مي13% و 10ترتيب  به
ــرك  ــه از مح ــايبهين ــك ه ــرك  پيزوالكتري ــد مح  باي

در مكان مناسب قرار گيـرد تـا بـا اعمـال      پيزوالكتريك
هـاي   كمترين ولتاژ، بيشترين تأثير را بـر روي فركـانس  

  طبيعي و بار بحراني تير ايجاد نمود.
  

  
تأثير موقعيت محرك پيزوالكتريك بر نسبت فركانسي تير   5شكل 

 گاهي يكسر گيردار با شرايط تكيه

  

  
تأثير موقعيت محرك پيزوالكتريك بر نسبت فركانسي تير   6شكل 

  هاي ساده در دو انتها گاه با تكيه
 

ــه   ــه    ب ــالي ب ــاژ اعم ــأثير ولت ــان دادن ت ــور نش منظ
كمانش تيـر، در شـكل   هاي پيزوالكتريك بر بار  محرك

برحسـب   ) تغييرات بار كمانش تيـر يكسـر گيـردار   7(
رسـم   4.5mm ولتاژ و طول محرك پيزوالكتريك برابر

شـود اسـتفاده از    طور كه مشـاهده مـي   شده است. همان
اي بر افزايش بار  ملاحظه محرك پيزوالكتريك تأثير قابل

% در 18باعث افزايش  1000Vكمانش تير دارد و ولتاژ
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  شود. مي  بار بحراني تير
تأثير طول پيزوالكتريك بر نسبت بار  ،)8در شكل (  

ازاي مقـادير مختلـف ولتـاژ     به يكسر گيرداربحراني تير 
ــت.   ــده اس ــان داده ش ــرك   نش ــول مح ــزايش ط ــا اف ب

پيزوالكتريك نيروي محوري كششي ايجاد شده توسـط  
 شود ميهاي پيزوالكتريك بيشتر  متقارن محرك هاي لايه
يابد. نتايج نشـان   بار بحراني تير افزايش مينتيجه  و در
كامل  طور هبپيزوالكتريك كه  ةدهد كه استفاده از لاي  مي

ولتـاژ  اعمـال  ،دهـد  سطح تير را تحت پوشش قرار مي
100 V  شود. مي  % در بار بحراني تير75باعث افزايش  

  

  
هاي پيزوالكتريك بر روي بار  تأثير ولتاژ اعمالي به محرك  7شكل 

  يكسر گيردار بحراني تير
  

 
 تأثير طول پيزوالكتريك بر نسبت بار بحراني تير   8شكل 

  يكسر گيردار
  

) اثر موقعيـت محـرك پيزوالكتريـك بـر     9شكل (  
طــول محــرك  ازاي بــهروي نســبت بــار بحرانــي تيــر 

4.5mm ازاي بـه  دهـد   ميدهد. نتايج نشان  را نشان مي 
طول محرك و ولتاژ ثابت، با نزديك شـدن محـرك بـه    

، اثـر آن بـر افـزايش بـار     يكسر گيـردار انتهاي آزاد تير 

با توجـه بـه نتـايج مشـاهده      شود. بيشتر ميبحراني تير 
شـود كـه محـرك پيزوالكتريـك واقـع در موقعيـت        مي

0.4 cm   ــر روي ــر را ب ــردار بيشــترين اث ــاي گي از انته
  افزايش بار بحراني تير دارد.

  

 
تأثير موقعيت پيزوالكتريك بر نسبت بار بحراني تير   9شكل 

 يكسر گيردار

  
  گيري نتيجه

در اين پژوهش با استفاده از مدل تحليلـي بـه بررسـي    
دو  صـورت  بهكه  پيزوالكتريكپارامترهاي محرك  تأثير
بـر رفتـار ارتعاشـي     ،اندمتقارن به تير متصل شده ةوصل

نتـايج حاصـل از   ة برنولي پرداخته شد. مقايس-تير اويلر
 حـل دقيـق  هاي طبيعي) بـا نتـايج   سازي (فركانس مدل

د كه مدل ارائه شـده بـراي بررسـي    دهموجود نشان مي
دقـت قابـل قبـولي     رفتار ارتعاشي سازه مـورد نظـر از  

دهـد عـلاوه بـر جـنس      برخوردار است. نتايج نشان مي
، ولتاژ اعمالي، موقعيت و طـول آن  پيزوالكتريكمحرك 

باشـند و بـا   مـي  تأثيرگـذار هاي طبيعي تيـر  بر فركانس
 لكتريـك پيزواهـاي  محرك ةتعيين موقعيت و طول بهين

توان بـا اعمـال حـداقل ولتـاژ الكتريكـي بيشـترين        مي
 تيـر بـار بحرانـي   هاي طبيعـي و  تغييرات را در فركانس

محـرك پيزوالكتريـك بـر     تأثير چنين همآورد.  دست به
طبيعي بالاتر  هاي فركانسفركانس طبيعي اول نسبت به 

نتـايج نشـان    عـلاوه بـر ايـن،    باشـد.  مي ترملاحظه قابل
دهد كه بار بحراني تير به ولتاژ اعمـالي، موقعيـت و    مي

د و اي دار ملاحظـه  قابـل كتريـك حساسـيت   طول پيزوال
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تــوان بــا تعيــين پارامترهــاي بهينــه بــار بحرانــي را  مــي
گيري افـزايش داد. ايـن روش يكـي از     چشم صورت هب

افزايش ظرفيـت بـاربري و    منظور بههاي كاربردي  شيوه

 منظـور  بـه هـاي طبيعـي    تغييرات در فركـانس  چنين هم
هاي  در سازه (تشديد) گيري از نواحي رزونانسي فاصله

  باشد.تحت ارتعاش اجباري مي
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