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 اس روش تحلیل ایشوصئومتزیکپذیز بااستفادهحل مسائل غیزخطی الاستیک تزاکم

 
 (3)ػ٘ذهْذٕ تَکلٖ            (2)ثْشٍص حؼٌٖ            (1)هْذٕ اسدٗبًٖ

 

هَضاَ  اٗاي   هؼابئل ّبٗرشالاػت٘ؼا٘تِ    هَػَم ثِ پزٗش تشاکنهؼبئل غ٘شخغٖ الاػت٘ک  حل ثشإکبسثشد سٍؽ تحل٘لٖ اٗضٍطئَهتشٗک   چکیده

ٖ  هفَْم اٗضٍطئَهتشٗک گ٘شٕ اصثب ثْشُهٌظَس جْت اػتخشاج هبتشٗغ ضشاٗت ثذٗي اػت. هقبلِ ، هعابدلا   حابکن سٍاثاظ  ػابصٕ  ، پاغ اص خغا

ٖ  اسائِثشإ تحل٘ل اٗي دػتِ اص هؼبئل  الگَسٗتوٖ آى ًَؿتِ ؿذُ ٍ دس اداهِ ٓؿذگؼؼتِ فشمتعبدل دس  ٕ  گاشدد. ها ٖ  ثاشا ٍ  کابساٖٗ سٍؽ  ثشسػا

هقبٗؼاِ  ثاب ٗکاذٗگش   اجضإ هحذٍد ٍ اٗضٍطئَهتشٗک  ّبٕسٍؽحبكل اص ًتبٗج  ،پزٗشتشاکن ٔدس هؼبئل ّبٗرشالاػت٘ؼ٘ت آهذُدػت ثِكحت ًتبٗج 

پزٗشٕ ث٘ـتش، ثبعث تـک٘ل دػتگبُ هعابدلا  کاَتکتش   هذل ثب دقت ٍ اًعغبف ٔاػتفبدُ اص سٍؽ پ٘ـٌْبدٕ علاٍُ ثش اهکبى اٗجبد ٌّذػ ؿَد.هٖ

ثاَدُ ٍ   هؼبئل حذاقلػبصٕ گؼؼتِ ٍٓاثؼتگٖ ثِ ًحَ ،ّبٕ ثضسگؿکلعل٘شغن ٍجَد تغ٘٘شعلاٍُ، ؿَد. ثٍِ دس کل کبّؾ حجن هحبػجب  هٖ
 تاثی٘ش ٍجَد ًذاسد. ّوچٌ٘ي، دس اٗي هقبلِ ثِ ثشسػٖ  ثِ تَل٘ذ هجذد ؿجکِ اجضإ هحذٍد تب حذ ثؼ٘بس صٗبدٕ ً٘بصثشخلاف سٍؽ اجضإ هحذٍد 

 گ٘شٕ گَػٖ دس ّوگشاٖٗ جَاة هؼبئل پشداختِ ؿذُ اػت.تعذاد تقؼ٘وب  ثبس ٍ ً٘ض تعذاد ًقبط اًتگشال

 .پزٗش اٗضٍطئَهتشٗک، ًشثض، ّبٗرشالاػت٘ؼ٘تِ، هلبلح تشاکنتحل٘ل   کلیدی هایواصه
 

 
Solution of Nonlinear Compressible Hyperelastic Problems by Isogeometric  

Analysis Method 
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Abstract  Employing the Isogeometric Analysis method for solution of nonlinear compressible elastic 

materials, generally known as hyperelasticity, is the subject of this article. For this purpose, the matrix of 

coefficients is derived and by the linearization of governing equations the discretized equilibrium 

equations are obtained and a solution algorithm is presented. To study the performance and accuracy of 

the method in compressible hyperelastic problems, the obtained results are compared with those of finite 

elements. The presented approach, besides providing a good flexibility in geometrical modeling, results 

in a smaller system of equations and consequently reducing the computational cost. Furthermore, despite 

having large deformations, the need for remeshings is alleviated. Also, the effects of the number of load 

increments, as well as, the number of Gauss integration points on the convergence of the solution are 

studied.  

Key Words  Isogeometric analysis, NURBS, Hyperelasticity, Compressible materials. 

 

                                                           
 ِثبؿذ هٖ 21/6/97ٍ تبسٗخ پزٗشؽ آى  27/3/96تبسٗخ دسٗبفت هقبل .DOI: 10.22067/fum-mech.v30i2.65185  

 داًـگبُ فشدٍػٖ هـْذ داًـکذُ هٌْذػٖ، داًـجَٕ دکتشإ َّا فضب، گشٍُ هکبً٘ک، ( 1)
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 هقذهه

 ،ظشف٘ات هلابلح  اص ثٌِْ٘ عشاحٖ اٗوي ٍ اػتفبدُ ثشإ 
 ثاضسگ دس هاَاد   استجبعّٖبٕ گشفتي تغ٘٘شؿکلدس ًظش 

سفتابس   ، حابئض اّو٘ات اػات.   ّبٗرشالاػات٘ک  هَػَم ثِ

ػااجت اٗجاابد هٌحٌااٖ   استجاابعٖ ٔغ٘شخغااٖ دس ًبح٘اا
ٕ  هاذل  دسکاشًؾ   -خغٖ تٌؾغ٘ش سفتابس هلابلح    ػابص
تبثع اًشطٕ کشًـٖ رخ٘اشُ  تعشٗف  ثب اػتفبدُ اص .ؿَد هٖ

ثااب  پاازٗش تااشاکنثااش هؼاابئل   هعاابدلا  حاابکن  ؿااذُ
ٖ ًت٘جِ  ّبٕ ثضسگ تغ٘٘شؿکل ٖ ثاب   ؿاَد. ها ػابصٕ  خغا

 -ً٘اَتي ثب اػتفبدُ اص سٍؽ  حلالگَسٗتن حبکن، سٍاثظ 
 .ؿَدحبكل هٖ سافؼَى
هؼاابئل غ٘شخغااٖ  حاالجْاات  ًخؼاات٘ي تاالاؽ 

 تَػظ تشًاش ثب اػتفبدُ اص سٍؽ اجضإ هحذٍد  الاػت٘ک

تحق٘قاب    ػابٗش اص جولاِ  اًجبم ؿذ.  [1]ٍ ّوکبساًؾ 
ِ  سٍؽ اجضإ هحذٍد  ٔثش پبٗاٍلِ٘  حال   ،دس اٗاي صهٌ٘ا
، [3]ٍ پابدلَگ   ، گبلاگش[2]َس کوبًؾ تَػظ کبپ ٔهؼئل

تاَاى  سا هٖ [5]ٍ هَآىٍ َّلاًذ  [4]کبلاگش ٍ ّوکبساى 
فشآٌٗذ  [7-6]ٍ اسگشٗغ  [1]تشًش ٍ ّوکبساًؾ . ًبم ثشد

 کشدًاذ  سا پ٘ـٌْبداعوبل تذسٗجٖ ثبس دس تٌذٗي هشحلِ 

اػااتفبدُ اص سٍؽ حاال  [9] هبسکاالٍ  ، هبلاات[8] اُدىٍ 
 ثْجاَد . سا هغشح ًوَدًذسافؼَى  -ثشهجٌبٕ تکشاس ًَ٘تي

ٍ  ، ّبٗؼااش[10] اُدىتَػااظ سافؼااَى  -ً٘ااَتي سٍؽ

هَسد پظٍّؾ قاشاس   [12] ٍ صٌٗکٍَٗچ [11] ؾّوکبساً
اعوبل تذسٗجٖ ثابس ٍ   سٍؽ [13] ٍ ثشث٘ب ٍ کًَشگشفت 

 پ٘ـاٌْبد اٗجبد ّوگشاٖٗ دس ّش هشحلاِ افاضاٗؾ ثابس سا    
حال   ّبٕ سٍؽٍ ثب هفبّ٘ن ث٘ـتش  ثشإ آؿٌبٖٗ ًوَدًذ.
 ٔهغبلعاا ٍ ٌّذػااِ، هلاابلحاعاان اص  ،غ٘شخغااٖهؼاابئل 
 .ؿَدهٖ تَكِ٘ [20-14]هشاجع 
اص تَاثع پبِٗ  اػتفبدُپ٘چ٘ذُ ثبّبٕ ٌّذػِ ػبصٕ هذل 

ٖ   هتـااکل اص اػاارلاٗي   اػاارلاٗيّااب ؿاابهل تَاثااع ثاا
 (B-spline) ،ًشثااض (NURBS – Non Uniform 

Rational B-Splines)   ٖ   (T-spline) ّاب اػارلاٗي ٍ تا
 کوااک کاابهرَ٘تش  ثااٍِ تحل٘اال  عشاحااٖدس  [21,22]

(Computer Aided Design)    ٖ . ثبؿاذ حابئض اّو٘ات ها

اص اٗاي  اػاتفبدُ   [23]ًخؼت٘ي ثبس ّ٘اَص ٍ ّوکابساًؾ   

ٌّذػِ ٍ تقشٗت تابثع هجْاَل    ػبصٕ هذلتَاثع پبِٗ دس 
ًبم سٍؽ تحل٘لاٖ اٗضٍطئَهتشٗاک   سا ثب  هؼبئل هٌْذػٖ

آؿاٌبٖٗ ث٘ـاتش   جْت  [34-24]هشاجع . ًوَدًذپ٘ـٌْبد 

ٖ ثب هفبّ٘ن ثٌ٘بدٕ سٍؽ تحل٘لاٖ اٗضٍطئَهتشٗاک     هعشفا
 ؿًَذ.هٖ

پزٗشٕ صٗبد تَاثع پبٗاِ ًشثاض    قبثل٘ت اًعغبفدل٘ل ثِ 

 دس سٍؽآى فبدُ اص اػات ّابٕ پ٘چ٘اذُ،   دس تَل٘ذ ٌّذػِ
هجااذد دس  فشآٌٗااذ تَل٘ااذ هااؾ اٗضٍطئَهتشٗااک تحل٘اال
تب حذ صٗبدٕ سفاع   پزٗش تشاکنغ٘شخغٖ الاػت٘ک هؼبئل 

ِ ػاشعت حال    دس ًت٘جٍِ  ٍؽ اجاضإ  س بثا  دس هقبٗؼا
ثاشإ   [35]ّ٘اَص ٍ ّوکابساى    .ٗبثذهحذٍد افضاٗؾ هٖ

سا ثاشإ حال هؼابئل    اٗضٍطئَهتشٗاک   سٍؽاٍل٘ي ثابس  
 .هَسد اػتفبدُ قشاس دادًذ ّبٕ ثضسگتغ٘٘شؿکلداسإ 
اثتااذا  هقبلااِدس ثخااؾ دٍم دس اداهااِ اٗااي هقذهااِ،  
ثاِ   «پازٗش تاشاکن »ٌذٕ هلابلح ّبٗرشالاػت٘ؼا٘تِ   ثفشهَل

اٗي دػاتِ اص  تعبدل حبکن ثش  ٔؿذُ ٍ هعبدل اختلبس ث٘بى
دل٘ل غ٘شخغٖ ثَدى اٗي دػتِ اص  . ثِؿَدهٖ اسائِهؼبئل 

 ٕتکاشاس  حال سٍؽ  اػاتفبدُ اص هٌظَس اهکبى  هؼبئل، ثِ
. دس ثخاؾ  پازٗشد ػبصٕ اًجبم هٖخغٖسافؼَى  -ًَ٘تي
خلاكاِ تَضا٘ح دادُ    عَس ثِ سٍؽ اٗضٍطئَهتشٗکم ػَ
ِ  ٍؿَد هٖ تَاثاع هجْاَل ٍ ٌّذػاِ دس    ػابصٕ  گؼؼات

ّبٗرشالاػت٘ؼا٘تِ تَػاظ تَاثاع     ٓؿاذ  ػبصٕهؼبئل خغٖ
ٖ هغشح  پبِٗ ٍ هتغ٘شّبٕ کٌتشلٖ  اًتْابٕ اٗاي   .گاشدد ها

ثااشإ هؼاابئل غ٘شخغااٖ  الگااَسٗتوٖ ِ ث٘اابىثاا ثخااؾ

 سٍؽ تحل٘لاااٖ ٔثاااش پبٗااا پااازٗشاستجااابعٖ تاااشاکن
 ،ثخؾ تْابسم دس  .اختلبف ٗبفتِ اػتاٗضٍطئَهتشٗک 
 تٌااذ هلاابل اص هؼاابئل ّبٗرشالاػاات٘ک     ٔضااوي اسائاا 

 آهذُ ثب سٍؽ اجاضإ هحاذٍد   دػت ثِ، ًتبٗج پزٗشتشاکن
تعاذاد ًقابط    تاثی٘ش ؿَد. دس اداهِ، ثِ ثشسػٖ هٖؼِ هقبٗ

دس  گ٘اشٕ گَػاٖ ٍ ً٘اض تعاذاد تقؼا٘وب  ثابس      اًتگشال

 .ؿَدّوگشاٖٗ جَاة پشداختِ هٖ
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 پذیزتزاکن ۀهایپزالاستیسیت

گشادٗاابى  اص هفْااَم اػااتفبدُثبدس اٗااي ًااَ  اص هؼاابئل،  

ؿاذُ اص   ػاتقلال کابس اًجابم   ثِ ا ثبتَجِ F ّبتغ٘٘شؿکل
 هبًٌاذ  ًقغِ اص جؼان ّش  ثشإهؼ٘ش دس اٗي ًَ  هلبلح 

X  ٍ  ٔثب تَجِ ثاِ ًقغا   ٖ تابثع   هؼا٘ش،  آغابصٗي ٍ پبٗابً

ؿاااذُ ثاااش ٍاحاااذ حجااان  اًاااشطٕ کشًـاااٖ رخ٘اااشُ
 ثبؿاذ تعشٗف هٖقبثل صٗش  كَس  ثِ ψ ً٘بفتِ تغ٘٘شؿکل

[14,15,17]: 
 

(1)  
     

0

t

t

ψ , = ,  : dtF X X P F X X F   

(2)  
  

  ψ ,
, =



 F X X
P F X X

F
 

 

 ٍ ًاش  تغ٘٘اشا  تابثع گشادٗابى     Fفاَ،،  ٔدس ساثغکِ 

  ,P F X X   ک٘شؿااْف اٍل-تبًؼااَس تااٌؾ پ٘ااَلا 
حؼات تاٌؾ   ؿاذُ ثش  ث٘ابى  ٔساثغا ثبصًَٗؼٖ ثب  ثبؿذ. هٖ

   :٘ن داؿتّخَا Sدٍم ٗعٌٖ ک٘شؿْف -پَ٘لا
 

(3)  
     

0

t

t

ψ , = , : dtC X X S C X X C   

(4)  
  

  ψ ,
, =2





C X X
S C X X

C
 

 

تبًؼَس  C،تبًؼَس کشًؾ لاگشاًظEٕکِ دس اٗي سٍاثظ،
ًاش  تغ٘٘اشا  اٗاي تبًؼاَس      Cکَؿٖ ساػت ٍ-گشٗي

تاٌؾ ٍ   ٔثَدى ساثغ غ٘شخغٖ ًظش ثِ .[14,15,17] اػت
ٖ   ،فَ، ٔکشًؾ دس هعبدل ِ اٗاي  ػابصٕ  ثاب خغا دس  ساثغا

تْاابس  ٔهاابتشٗغ هشتجاالاگشاًااظٕ  هختلااب  دػااتگبُ

ٖ  كااَس  ثااِ Cالاػت٘ؼاا٘تِ   ؿااَدصٗااش حبكاال هاا
[14,15,17] 

 
(5)     D DS u = C : E u  

(6)  2ψ
2 4

  
  
   

S S
C

E C C C
  

 ٔساثغا ثب دس ًظش گشفتي ّوؼبًگشدٕ ثاشإ هاَاد،    
ٍ تا   C گَؿٖ ساػت -ٍ تبًؼَسّبٕ گشٗي ψ ث٘ي

b  تٌْااب  ٕ  ٓهاابد (Invariants) ٍاثؼااتِ ثااِ ًبهتغ٘شّااب
ِ هٖ اٗضٍتشٍپ٘ک -تاٌؾ پ٘اَلا  تبًؼاَس   ثبؿذ ٍ دسًت٘جا
 ثب تعشٗاف   ٍ تبًؼَس تٌؾ کَؿٖ S دٍم ک٘شؿْف

ِ صٗش  كَس  ثِلاگشاًظٕ ٍ اٍٗلشٕ،  دػتگبُ دس  دػات  ثا
 .[14,15,17] آٌٗذهٖ
 

(7)  

C

C

C C

C C

2 1

I II III

Iψ ψ
2 2

I

II IIIψ ψ
2 2

II III

2ψ I + 4ψ 2J ψ 

 
 

  

  
 

   

 

S
C C

C C

C C

   

   

  

(8)  
1 T

1 1 2

I II III

J

2J ψ + 4J ψ 2J ψ I



 

 

 

FSF

b b



    
 

 

دس سٍاثظ فَ، کِ 
C C CI , II , III ًبهتغ٘شّبٕ تبًؼَس C،

J ّب دتشهٌ٘بى گشادٗبى تغ٘٘شؿکل (Volume Change)  ٍ

I II III

C C C

ψ ψ ψ
ψ = ,ψ ,ψ

I II III

  
 

  
 .اػت 

ٖ  هاَاد اٗضٍتشٍپ٘اک   ّبٕ هذلاص جولِ   تاَاى اص  ها

 ثبؿذهٍٖ غ٘شُ  ٗئَ َّک٘ي،-ًئَگذى، ا پ٘ـٌْبدٕسٍاثظ 
 ٔتٌؾ ٍ الاػت٘ؼ٘ت ّبٕ، تبًؼَساص سٍاثظ ثبلا اػتفبدُثب کِ

 دس ثبؿاذ. هٖ حلَلقبثل  پزٗشٕ آًْب دس ٍضع٘ت تشاکن

پازٗش   َّک٘ي تاشاکن  -هلبلح ًئَ اٗي هقبلِ اص هذل ٔاداه
 .اػت اػتفبدُ ؿذُ

اػاتفبدُ،  ثب تَجِ ثاِ تابثع اًاشطٕ کشًـاٖ هاَسد       

هؼابئل غ٘شخغاٖ    دسؿشاٗظ ثبسگزاسٕ ٍ  ؿشاٗظ هشصٕ
ثشهجٌاابٕ  W کاابس هجاابصٕ ٔهعبدلاا ،ٌّذػااٖ ٍ هااَاد
 ػشعت هجبصٕ v ِٔساثغا  قبثل تعشٗف ثَدُ ٍ هٌجش ث 

ػبصٕ ّاش ٗاک   خغٖ هٌذً٘بص گشدد کِ( ه9ٖ) غ٘شخغٖ
ِ دس سٍاثغاٖ کاِ   . اػات ّابٕ هعبدلاِ   ِهؤلفاص    دس اداها
ٕ ً٘شٍّابٕ   f ،جابٖٗ رسُ ِ ه٘ذاى جبثا  u آٗذ،هٖ  کبلجاذ

 ً٘شٍّبٕ ػغحtٖ ، تبًؼَس کشًؾ اٍٗلشٕ ε،ًظ٘ش ٍصى
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=ً٘شٍٕ فـبس  ًظ٘ش pt n ٍ d  اػات  ّب تغ٘٘شؿکل ًش 

[14,15,17]. 
 

 (9)  

     

   
int

v v v

W , W , W ,

dv - dv da

= 0

ext        

  

 

     

v v v

d f v t v     

   

 

فاَ، قبثال تفک٘اک ثاِ کبسّابٕ       ٔدٍم ساثغا  ٔجول    
ؿشح صٗش اػت: هجبصٕ داخلٖ ٍ خبسجٖ ثِ

 
(10)       W , D W , 0      v u v u

 

 (11)  

  

   

   

   

int

V

T

0 0

V v

T

V

D W ,

D : : D dV

+ :  dV =  dv

  + :  dv

  







  
 

  
 



 



v u

E v C E u

S u u d : c : ε

σ u u

   

   

 

 (12)  

  

      

ξ

ξ

ext

p

ext ext

A

A

δ
p . ×δ + × dξdη

ξ η η

1 δ
 - p . ×δ

D W ,

D W , D W ,

1
0

+ × dξdη  
2 η ξ ξ

2

  

     

      
    

      

      
    

 

 

   

 







f

x u v
v u

v u

v u v u

x u v
v u

  

  

 

 

کِ دس اٗي سٍاثظ داسٗن:

 

 (13)  
×

ξ η
n =      ;     da = × dξdη

ξ η
×

ξ η

 

  

  

 

x x

x x

x x
 

 

 تحلیل ایشوصئوهتزیک در هسائل هایپزالاستیسیته 

ِ    پ٘ـشفت کواک کابهرَ٘تش دس    ّابٕ كاٌعت عشاحاٖ ثا
اػبع سٍؽ تحل٘ل اٗضٍطئَهتشٗاک  ٌّذػٖ  ػبصٕ هذل

ٕ  هذلدس اٗي سٍؽ . [23] اػت هٌحٌاٖ،  خغاَط   ػابص
ٖ  ثب اػتفبدُ اص  ػغَح ٍ احجبم اػارلاٗي ٍ  تَاثع پبٗاِ ثا

ٖ    ٔاستقبٗبفتا  اًَا  اًجابم   ،اػارلاٗي آى، ًظ٘اش ًشثاض ٍ تا

دس اٌٗجااب  -هجْااَلا  هؼاائلِ  ثااب تقشٗااتؿااَد.  هااٖ
ًقابط   ض ٍثا تَاثاع ًش  ٍٔػا٘ل ِ ث -ّبهکبىّبٕ تغ٘٘شِ هؤلف

دٗفشاًؼا٘ل حابکن    ٔهعبدل دسآًْب گزاسٕ  ٍ جبٕکٌتشلٖ 

ٖ   آىثاِ حال   ثش هؼئلِ  هؼائلِ   حال  .ؿاَد پشداختاِ ها
ِ  كَس  ثِ ِ  إ اص پبػاخ   سٍٗا ػابصٕ هحا٘ظ   ثاب گؼؼات

ٖ  اٗاي ًقابط   ٍٔػ٘ل پَ٘ػتِ ثِ آًْاب دس   ٓػاتفبد ٍ ا کٌتشلا

ٖ تقشٗت تبثع هجَْل  ًگابُ   ّوابى  ؿاَد. اٗاي   ػبختِ ها
 ّاب  الوبى ،هحذٍد ّبٕ سٍؽ تفبضلؿجکِ دس اػتفبدُ اص 

إ اص ًقاابط دس دس سٍؽ اجااضإ هحااذٍد ٗااب هجوَعااِ

ٍ  [36]هقاذم  حؼٌٖ ٍ . ثبؿذهٖؿجکِ  ّبٕ ثذٍىسٍؽ
حاال تَاًاابٖٗ اٗااي اٗااذُ دس  [37]ّوکاابساى حؼااٌٖ ٍ 

ٍ  دادُثشسػٖ قشاس  سا هَسدهعبدلا  دٗفشاًؼ٘ل هعوَلٖ 
 دس هکبً٘ااک هحبػااجبتٖ ّوچٌاا٘ي ًتاابٗج ثؼاا٘بس خااَثٖ
 اػات  گاضاسؽ ؿاذُ  آى تَػظ َّ٘ص ٍ گشٍُ تحق٘قبتٖ 

هضاٗبٕ سٍؽ تحل٘ل اٗضٍطئَهتشٗاک   ثشخٖ اص. [24-34]
 اػت: تٌ٘يّبٕ عذدٕ دس هقبٗؼِ ثب ػبٗش سٍؽ

   ٕدقاات ٍ هااذل ثااب  تعشٗااف ٌّذػااِ ٍ هشصّااب
  پزٗشٕ ثبلا اًعغبف

   کبّؾ حجن هحبػجب  ٍ حلَل دػتگبُ هعبدلا
ّبٕ عذدٕ ثشإ  کَتکتش دس هقبٗؼِ ثب ػبٗش سٍؽ

 آٍسدى دقت حل هـبثِ. دػت ثِ

 اًعغابف ثابلا    ػاجت  ثِ ثٌذٕ هجذد عذم ً٘بص ثِ هؾ
هؼبئلٖ کِ ثاب تغ٘٘اش داهٌاِ هَاجاِ     دس فشآٌٗذ حل 
، ّابٕ ثاضسگ  تغ٘٘شؿاکل ثاب   هؼابئل ّؼتٌذ هبًٌاذ  

ٍ    ثٌِْ٘هؼبئل   ػبصٕ، هؼبئل ثاب دٗاذگبُ لاگشاًاظٕ 
 غ٘شُ.

لاصم ثِ رکش اػت کاِ عل٘اشغن هضاٗابٕ اٗاي سٍؽ      

سٍٗاِ  عذم قشاسگ٘شٕ ًقبط کٌتشلاٖ ثاش سٍٕ ٌّذػاِ ٍ    
ٖ اص جولِ هـکلا  اٗاي سٍؽ  جَاة هؼئلِ  ثبؿاذ.  ها

ثب دس دػت داؿتي ًقبط دس فضبٕ ف٘ضٗکٖ  ،ث٘بى دٗگش ثِ

 ً٘بصهٌذ حال  ٕپبساهتشثشإ ٗبفتي هتٌبظش آًْب دس فضبٕ 
 ثبؿ٘ن.هعکَع هٖ كَس  ثِإ دػتگبُ هعبدلِ
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ثشإ تعشٗاف ػاغَح     .احجام ح ووتعزیف سط ۀنحو
ٍٗاظُ تَاثاع ًشثاض    ِ ّب ٍ ث ٍ احجبم اص تَاثع پبِٗ اػرلاٗي

 ؿَد:صٗش اػتفبدُ هٖ كَس  ثِ
 

(14)  
1 2n n

i,j i,j

i=0 j=0

S(ξ,η)= R (ξ,η)P   

(15)  
31 2 nn n

i,j,k i,j,k

i=0 j=0 k=0

V(ξ,η,ς)= R (ξ,η,ς)P  

(16)  

1 2

1 2

1 2

i,p j,p i,j

i,j n n

e,p f,p e,fe=0 f=0

N (ξ) N (η) ω
R (ξ,η)=

N (ξ) N (η) ω 

 

 

 سٍاثظاٗي کِ دس 
i,jP   ًقابط  هعاشف ٖ ِ ، کٌتشلا تعاذاد  ثا

   1 2n 1 n 1       ِّؼتٌذ کِ ثاشإ تعشٗاف ٌّذػا
سًٍذ. ّوچٌا٘ي،  کبس هٖ ثِ

1n  و
2n    پبٗاِ  تعاذاد تَاثاع

اػااارلاٗي،ثاااٖ
i,jω  ٍ ٍصى هاااشتجظ ثاااب ّاااش ًقغاااِ 

1 2i,p j,pN (ξ) N ( ) بِٗ ثٖتَاثع پ ِ تشت٘ات دس   اػرلاٗي ثا
ِ  ٔثااب هشتجاا  ξ ٍ ساػااتبٕ  إتٌااذ جولاا

1p  و
2p 

اػرلاٗي ثب ثاشداس  تبثع ثٖ اُه٘يiدس اٗي سٍاثظ، ثبؿذ.  هٖ
گشّٖ  

10 1 2 mξ = ξ ,ξ ,ξ ,...,ξ ٔاص دسج 
1p  ٕ دس ساػاتب

ξ گشدد.ثبصگـتٖ صٗش تعشٗف هٖ ٔتَػظ ساثغ 
 
 

(17)  

i i+1

i,0

1 if ξ ξ ξ
N (r) =

0 otherwise
     

 



  

 

 

(18)  

 

1 1

1

1

1

1

i

i,p i,p -1

i+p i

i+p +1

i+1,p -1

i+p +1 i+1

ξ - ξ
N = N (ξ)

ξ -ξ

ξ - ξ
   + N (ξ)

ξ - ξ
 

 

 

اػاااتفبدُ اص ثشداسّااابٕ دس سٍؽ اٗضٍطئَهتشٗاااک  
 تاش اػات. دس    گشّٖ هَػَم ثِ ثبص ٗب ًبهتٌابٍة هتاذاٍل  

    ِ تعاذاد   اٗي ًَ  ثشداسّبٕ گشّٖ، گاشُ اثتاذا ٍ اًتْاب ثا
p+1 ٖؿًَذ ٍ دسًت٘جِ تعذاد ًقبط گشّاٖ  ثبس تکشاس ه

=m دس ثشداس هضثاَس  n + p+1  ٖ دس ّوچٌا٘ي  ثبؿاذ.  ها

 إگاااشُ ٔفبكااال i i+1ξ ,ξ تعاااذادِ ثااا p+1 تااابثع 
 اص ٍجاااَد داسد کاااِ عجبستٌاااذ   إ غ٘شكااافشپبٗاااِ

i -p,p i -p+1,p i ,pN (ξ), N (ξ) ,..., N (ξ) [21-22]. سٍؽ دس 
ِ  ثب اػتفبدُ اص هؼئلِ ٌّٔذػ ،اٗضٍطئَهتشٗک ٍ  تَاثع پبٗا
ّوا٘ي  اص  ؿَد. دس اداهِهشثَعِ تعشٗف هًٖقبط کٌتشلٖ 

ػابصٕ سٍٗاِ   ًقبط کٌتشلٖ ٍ تَاثاع پبٗاِ ثاشإ تقشٗات    
ّابٕ  ِ هؤلفا ِ ثاِ  هؤلفا ّبٕ جَاة، ثب افضٍدى ٗک ِهؤلف

  ِ کبسسفتاِ دس تعشٗاف ٌّذػاِ، اػاتفبدُ      ًقبط کٌتشلاٖ ثا
اٗي ثذاى هعٌاٖ اػات کاِ ثاب دس ًظاش گاشفتي        ؿَد. هٖ

ِ  ٌّذػااِ دس ثعااذٕ، ثااشداس کٌتشلااٖ   فضاابٕ دٍ ٗااب ػاا
 ٗک ثعذ ثبلاتش خَاٌّذ ثَد. ّبٕ جَاة هؼئلِ اصِ هؤلف

 
هـابثِ هفْاَم اٗضٍپابساهتشٕ دس     . سااس  گسسته ۀنحو

ٌّذػاِ   ٓکٌٌاذ سٍؽ اجضإ هحذٍد هتغ٘شّبٕ تَك٘ف

ّبٕ هختلب  هابدٕ )لاگشاًاظٕ( ٍ فضابٖٗ     دس دػتگبُ
ِ ٍ ً٘ض تَاثع هجَْل دس هؼبئل )اٍلشٕ(   ّبٗرشالاػت٘ؼا٘ت

ٖ ػابصٕ  هغبثق سٍاثظ صٗش تقشٗات  پزٗش تشاکن  ؿاًَذ. ها
ٖ  دقتگًَِ کِ اص  ّوبى ؿاَد،  دس اٗي سٍاثظ هلاحظِ ها
تشت٘ت کلِ٘ هتغ٘شّب اعن اص اٍلِ٘ ٍ یبًَِٗ ثشحؼات   ثذٗي

ؿاًَذ کاِ هتاشادف ثاب     هختلب  ًقبط کٌتشلٖ تج٘٘ي هٖ
ّبٕ عاذدٕ اػاتم هبًٌاذ     ػبصٕ دس ػبٗش سٍؽ گؼؼتِ

 ًقبط گشّٖ دس سٍؽ اجضإ هحذٍد.
 
الف( -19)  n

a 1 2 3 pa

a=1

= R (ξ ,ξ ,ξ )XX   

(ة -19)  n

a 1 2 3 pa

a=1

= R (ξ ,ξ ,ξ ) x (t)x  

ج( -19)  n

a 1 2 3 pa

a=1

= R (ξ ,ξ ,ξ ) vv  

د( -19)  n

a 1 2 3 pa

a=1

= R (ξ ,ξ ,ξ )uu  

(19- )ُ  
0

n

pa a

a=1

= x RF  

(19- )ٍ   
n

pa p 0 0a a b

a=1

= x x R R  C  

ص( -19)   
n

a b pa p0 a

a=1

0= R R x x  b  
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,0R ٔهحبػاج لاصم ثِ تَض٘ح اػات کاِ     R    ثاب

ٕ اًتقبل  ِ  اص فضبٕ ف٘ضٗکٖ ثِ فضبٕ پابساهتش ثاِ   ثبتَجا
إ  ثشداسّبٕ گشُ ٍٔػ٘ل ثِ R تَاثع ؿکل ًشثضٕ تعشٗف

 ثبؿذ:پزٗش هٖ اهکبى صٗش كَس  ثِ
 

(20)  
0

R R ξ R η R ζ
R = = + +     

X ξ X η X ζ X

      


      
  

(21)  R R ξ R η R ζ
R = = + +     

x ξ x η x ζ x

      


      
 

 

 اٗي سٍاثظ کِ دس
aR تَاثع ؿکل ،n ٖتعذاد ًقبط کٌتشل 

،هشتجظ ثاب آى 
pax   هتغ٘اش کٌتشلاٖ دس    هختلاب  جذٗاذ

دػتگبُ اٍٗلشٕ، 
paX  هختلب  جذٗذ هتغ٘ش کٌتشلٖ دس
 ،دػااتگبُ لاگشاًااظٕ

pav ٍ ٖػااشعت هتغ٘ااش کٌتشلاا
pau

 ذ.ٌثبؿهتغ٘ش کٌتشلٖ هٖ جبٖٗ جبثِّبٕ ِ هؤلف

 ثاابگًَااِ کااِ دس ثاابلا تَضاا٘ح دادُ ؿااذ،    ّواابى 
 ٔساثغا  ،ثشهجٌابٕ ػاشعت   کبس هجبصٕ ٔػبصٕ ساثغ خغٖ

ِ  ٔهؤلفا اٍلا٘ي  دس آى ؿاَد کاِ   ( حبكل ه10ٖ)  هعبدلا

 خبسجًٖ٘شٍّبٕ ث٘بًگش کبس  xF ٖداخل ٍ  xT  ٍ
ٖ    ِهؤلفدٍه٘ي  ٍ  ث٘ابًگش ؿا٘ت هٌحٌا  ٖٗجاب ِ جبثا -ً٘اش

 xK  .دس  (19)سٍاثاظ  اص گ٘شٕ ثب ثْشُدس اداهِ، اػت

ثِ  َجِثبت فَ، سا ٓؿذ ػبصٕخغٖ ٔهعبدل، فضبٕ گؼؼتِ
حاال ٍ اص سٍؽ هتغ٘شّاابٕ کٌتشلااٖ ثبصًَٗؼااٖ ًوااَدُ 

 ٔهعبدلا  ؿاَد. سافؼَى اػتفبدُ هٖ -ًَ٘تي ثشهجٌبٕ تکشاس

( 22) ٔساثغاادس سٍؽ اٗضٍطئَهتشٗااک ثااِ کابس هجاابصٕ  
هعشف هتغ٘شّابٕ کٌتشلاٖ    ّبaؿَد کِ دس آى  هٖتجذٗل 
 ّاابٕ گشّااٖ الواابى ٓدٌّااذ ًـاابى ّاابeهؼاائلِ ٍ  ٔداهٌاا

(knot elements .هشثَعِ ّؼتٌذ ) 
 

(22)  

   

 
 

   

e

e e

N

a a

a=1

N N N

a a a a a

a=1 a=1 e=1
v

e a

N N

a a a

a=1 e=1
v v

e a

δW ,δ = δW ,R δ

  = δ - = δ R  dv

  - δ R  dv + R  da) =0(

 










  

  

v v

v T F v σ

v f t

 

 کِ اٗي ساثغِ هعبدل اػت ثب

(23)  
a a a= - =0 R T F  

کِ
aR ثشإ  کٌتشلٖ اػت.ً٘شٍّب دس هتغ٘شّبٕ  ٓثبق٘وبًذ

 تَاى ًَؿت:هـبثْٖ هٖعشص ( ث10ِ) ٔدٍم ساثغ ٔجول
 

 (24)  

    
      

        

e

a a b b

e e

a a a b b

e e e

a a a b b a ab b

DδW ,R δ R =

D δ - R =

    δv D - R = δ .K

 v u

v T F u

T F u v u

 

 

ٖ   ّوبى   (24) ٔهعبدلا  ؿاَد، اص گًَِ کِ هـابّذُ ها
 هبتشٗغ ضشاٗتتعشٗف  e

abK   ًِت٘جا ٖ ؿاَد کاِ دس   ها
ٖ  ٍاقع هج٘ي ت ثاِ   جتًؼا  a غ٘٘شا  ً٘شٍ دس هتغ٘اش کٌتشلا

 .  اػت e دس الوبى گشّٖ b کٌتشلٖ هتغ٘شتغ٘٘شهکبى دس 
 ؿَد:قؼوت تـک٘ل هٖ دٍاٗي هبتشٗغ ضشاٗت اص  
، کِ خاَد ؿابهل دٍ   ًبؿٖ اص کبس داخلٖ ّبِٕهؤلف اٍل،

ٖ  تٌؾثخؾ   اثتاذاٗ e

, abK  ػا ٍ ٕ  بختبس سفتابس e

c, abK 
ِ   ًبؿٖ اص کبس خبسجٖ ٔهؤلف دٍم،ٍ  اػت  ٔهؤلفا  کاِ ثا

 ً٘شٍّبٕ خبسجٖ هبتشٗغ ضشاٗت e

p, abK .هَػَم اػت   
 

(25)         e e e e

ab c,ab ζ,ab p,ab= + -K K K K   

(26)  

 

 e

3
e a b

c,ab ij ikjl

k,l=1 k lv

R R
[ ] = c dv ; i ,j=1,2,3

x x

 

 
K

 

(27)  
 

 e

3
e a b

,ab ij kl ij

k,l =1 k lv

R R
[ ] = ζ dv ; i , j=1,2,3

x x
 

 

 
K

 

(28)     
3

e e

p,ab ij ijk p,ab

k=1 k

[ ] = ε k   ;i , j=1,2,3 
 K

 
 

 

(29)  
ξ

ξ

a b

p,ab b a

A

a b

b a

A

R R1 x
= p R - R  da

2 ξ η η

R R1 x
   + p R - R  da

2 η ξ ξ

  
 

   

  
 

   





k

 

 

هعبدلا  تعبدل دس فضبٕ گؼؼاتِ   ثبصًَٗؼٖپغ اص  کِ
سافؼاَى   -اػتفبدُ اص سٍؽ حل ثشهجٌبٕ تکشاس ًَ٘تيٍ 

 ذ:ٌآٗهٖ دػت ثِسٍاثظ صٗش 
 

(30)  T Tδ =-δv Ku v R   
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(31)  
k k+1 k=- ( ) ;    = +Ku R x x x u   

 

دس ٕ اػات کاِ اگشتاِ    ستَجِ ثِ اٗي هغلت ضشٍ 
هؼبئل غ٘شخغٖ ٍاسد ًوَدى توبم ثبس خابسجٖ دس ٗاک   

ثبؿذ، دسعول ثبس پزٗش هٖ تئَسٕ اهکبى كَس  ثِهشحلِ 
ِ ٍ دس تٌاذ هشحلاِ    F خبسجٖ ػاشٕ   ٗاک  كاَس   ثا
 اعواابلثااش جؼاان  (Series of Increments) افضاٗـااٖ

 ؿَد. هٖ
 

(32)  l

i

i=1

 F F   

 

 ،کِ دس سٍؽ اٗضٍطئَهتشٗاک  ثِ تَض٘ح اػتلاصم  
فضابٕ  دس هؼائلِ   سٍِٗ جاَاة ٌّذػِ ٍ ثشإ تعشٗف 

ف٘ضٗکٖ  x,y,z  ٕ  اص فضبٕ پابساهتش ξ,η,ς   ُاػاتفبد
ٖ  کِ ؿَدهٖ ؿاًَذ. اص  تَػظ ثشداسّبٕ گشّٖ تج٘٘ي ها

ِ  اًتگااشال ٔػاإَ دٗگااش ثااشإ هحبػااج   سٍؽ  ّااب ثاا
لاصم  ، هـبثِ سٍؽ اجضإ هحاذٍد، گ٘شٕ گَع اًتگشال

َ    اٗي فضاب اص  اػت کِ ًگبؿتٖ  ثاِ فضابٕ الگا r,s,t 
گ٘شٕ دس فضبٕ ف٘ضٗکاٖ   اًتگشالدٗگش  ث٘بى اًجبم ؿَد. ثِ

 ػرغثب دٍ اًتقبل اص فضبٕ الگَ ثِ فضبٕ پبساهتشٗک ٍ 
ٕ هابتشٗغ  اػات. ثِ فضبٕ ف٘ضٗکٖ ّوشاُ  ٖ  ّاب  طاکاَث

 ّؼتٌذ:ّبٕ اؿبسُ ؿذُ تٌ٘ي ًگبؿت
 

 

(33)  

 

 

1

1 2

dx dydz = det J   dξ dηdζ

  = det J det J  dr ds dt
  

کِ دس آى
 

 

(34)  
1

x y z

ξ ξ ξ

x y z
J =

η η η

x y z

ζ ζ ζ

   
 
   
   
 
   
   
 
   

 

(35)  

   

   

   

i+1 i i+1 i

i+1 i i+1 i

i+1 i i+1 i

1
ξ = ξ -ξ r+ ξ +ξ

2

1
η= η -η s+ η + η

2

1
ζ = ζ -ζ t+ ζ +ζ

2

  
  

    



 
  

 

 

 ّبٗرشالاػت٘ؼاا٘تِحال هؼابئل   الگاَسٗتن  ّابٕ   گابم  
پزٗش دس صٗش خلاكِ ؿاذُ ٍ دس اداهاِ فلَتابس      تشاکن
 ؿذُ اػت. آٍسدُ (1)دس ؿکل حل 

ٍصى إ، )ثشداسّاابٕ گااشُ هـخلااب  ٌّذػااِ ٍسٍد. 1
خلَكاا٘ب  ٍ ًقاابط کٌتشلااٖ(، تعشٗااف  ٍ تَاثااع پبٗااِ

 ٍ پبساهتشّابٕ تحل٘ال   ّبٗرشالاػات٘ک پبساهتشّبٕ هاَاد  

هؼئلِ ؿبهل تعذاد تقؼ٘وب  ثبس ٍ دقات ّوگشاٗاٖ دس   
 .ّش هشحلِ

. اعوبل حلقِ ػشٕ افضاٗـاٖ ثابس کاِ دس ّاش هشحلاِ      2

 افضاٗؾ ثبس
i

F ٖپزٗشد.تَػظ سٍاثظ صٗش اًجبم ه 

    ;      
i i i i i i
   R R R F F F 

 افضاٗؾ ثبس   ّوگشاٖٗ دس ّش هشحلِ ٔحلق اعوبل. 3

هبتشٗغ ضشاٗت  ٔالف( هحبػج 
i

K   

=ٔة( حل هعبدل  -pi i
K u R    

هختلب  جذٗذ ًقبط کٌتشلٖ ٗبفتيج(  
= +    p p px x u  

 ً٘شٍّبٕ داخلٖ ٔد( هحبػج 
i

T  

=هبًذُ ثبقٖ ُٔ( هحبػج  -
i i i

R T F  

 ّوگشاٖٗ.  ٔحلق اتوبم. 4

 ػشٕ افضاٗـٖ ثبس. ٔحلق اتوبم .5
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 پزٗش تشاکن ٔالگَسٗتن سٍؽ تحل٘ل اٗضٍطئَهتشٗک دس هؼبئل ّبٗرشالاػت٘ؼ٘ت  1 ؿکل

 

 هاهثال ۀارائ

دس هاَسد هؼابئل   ٗک هلابل   ٔدس اٗي ثخؾ اثتذا ثب اسائ
ثاِ  ّابٕ ثاضسگ،    ؿکلثب تغ٘٘ش پزٗشتشاکن ّبٗرشالاػت٘ک

لگاَسٗتن  اجَاة سٍؽ اٗضٍطئَهتشٗک ثشاػبع  ٔهقبٗؼ
سٍؽ  ٔدس اٗي هقبلِ ثب ًت٘ج IGLAGSHYP اسائِ ؿذُ

اجااضإ هحااذٍد، کااِ ثااب اػااتفبدُ اص کااذ آکبده٘ااک    
FLAGSHYP ِدػت ث  ٖ  .[17] پاشداصٗن  آهذُ اػت، ها

هٌظَس ثشسػاٖ ایاش تعاذاد ًقابط گَػاٖ ٍ       دس اداهِ ثِ

دس اٗي  .ؿَددٗگش اسائِ هٖ تعذاد تقؼ٘وب  ثبس دٍ هلبل
ٕ  پزٗش تشاکن َّک٘ي-ًَئهلبلح تحق٘ق اص   ثب تبثع اًاشط
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ؿذُ اػت کِ ثِ قشاس صٗش اػتفبدُ  ٍ پبساهتشّبٕکشًـٖ 
 هااِ صضااشاٗت لا μ ٍتگاابلٖ هلاابلح ٍ  ρدس آى،

 ثبؿٌذ.  هٖ
 

2

C

μ λ
ψ(C) = (I -3)- μ ln J+ (ln J)

2 2
ρ =0  ; μ =100  ; λ=100







 

 

.  در انتهاا باار  تحت اثز تیز طزه  ساس  هذل -1هثال 
  ِ ؿااذُ دس اٗااي هؼاائلِ، ٗااک     هااذل تحل٘لااٖ اسائاا

ٍ استفاب  ٍاحاذ    2 عاشم ، 15 هؼتغ٘ل ثب عَل هکعت
ِ  هٖ گابّٖ دس   ثبؿذ. ؿشاٗظ ٌّذػٖ، ثبسگازاسٕ ٍ تک٘ا

 ( ًـاابى دادُ ؿااذُ اػاات. ثبسگاازاسٕ دس   2ؿااکل )
101 ّوگشاٖٗ تلشاًغهشحلِ ثب  10 10  ِكَس  ث 

ؿَد. دس سٍؽ اجضإ جؼن ٍاسد هٖػشٕ افضاٗـٖ ثش 
 ٍجْٖ ٍ إ ؿؾگشُ ّبٕ ّـت الوبى 1920 هحذٍد، اص

 ًٔقغ 8 گ٘شٕ دس ّش الوبى اصگشُ ٍ ثشإ اًتگشال 2745
دس سٍؽ اٗضٍطئَهتشٗاک اص  گَػٖ اػتفبدُ ؿذُ اػت. 

ِ اػارلا ثٖ تَاثع پبِٗ  دٍ ٗي دسجا p=q=r=2  ٕ  ثاشا
تقشٗاات ٌّذػااِ ٍ تَاثااع هجْااَل اػااتفبدُ ؿااذُ ٍ   

 اًذ.صٗش دسًظش گشفتِ ؿذُ كَس  ثِإ ثشداسّبٕ گشُ
 





 

 

ξ = 0, 0, 0, 0.1, 0.2, 0.3, 0.4,  

    0.5, 0.6, 0.7, 0.8, 0.9, 1, 1, 1

η= 0, 0, 0, 0.25, 0.5, 0.75, 1, 1, 1

ζ = 0, 0, 0, 0.5, 1, 1, 1

 

 

 ًٔقغ 64 إ اصگ٘شٕ دس ّش الوبى گشُ ثشإ اًتگشال 
ٔ ساثغا  ٖ اػتفبدُ ؿذُ اػات. ثاب دس ًظاش داؿاتي    گَػ

m = n +p+1     تعااذاد ًقاابط کٌتشلااٖ دس ّااش ساػااتب

 صٗش اػت. كَس  ثِ
 

ξ η ζ totallP =12  ;   P =6  ;   P =4      ;   P =288
 

 



 )الف(



 )ة(

 

 )ج(

ٌّذػِ، ثبسگزاسٕ ٍ ؿشاٗظ  الف( -1هلبل تعشٗف   2ؿکل 

  ٍ کٌتشلٖ دس سٍؽ اٗضٍطئَهتشٗک ٔؿجک ة( ،هشصٕ

 ثٌذٕ اٍلِ٘ دس سٍؽ اجضإ هحذٍدهؾ ج(

 

حبكاال اص حاال اٗضٍطئَهتشٗااک ٍ اجااضإ ًتاابٗج  

اسائاِ   (1جاذٍل )  ً٘ض ٍ (4ٍ  3) ّبٕ دس ؿکلهحذٍد 
 ؿذُ اػت.
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 )ة(                                                     )الف(

 

 )ج()د(                                                          

 

)ُ(                                                          )ٍ( 

 Z دس ساػتبٕ جبٖٗ جبثِ)ة( کبًتَس  ،کٌتشلٖ تغ٘٘شٗبفتِ ّٔوشاُ ؿجک دس سٍؽ اٗضٍطئَهتشٗک ثِ Z دس ساػتبٕ جبٖٗ جبثِکبًتَس  )الف(  3 ؿکل

 جبٖٗ جبثِ)د( کبًتَس  ،کٌتشلٖ تغ٘٘شٗبفتِ ّٔوشاُ ؿجک دس سٍؽ اٗضٍطئَهتشٗک ثِ X دس ساػتبٕ جبٖٗ جبثِکبًتَس  )ج(، دس سٍؽ اجضإ هحذٍد

 ، کٌتشلٖ تغ٘٘شٗبفتِ ّٔوشاُ ؿجک دس سٍؽ اٗضٍطئَهتشٗک ثِ  Yدس ساػتبٕ جبٖٗ جبثِکبًتَس  )ُ(، دس سٍؽ اجضإ هحذٍد X دس ساػتبٕ

 .دس سٍؽ اجضإ هحذٍد Y دس ساػتبٕ جبٖٗ جبثِ)ٍ( کبًتَس 
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  اعوبل ثبس ٔدس ًقغ جبِٖٗ جبث -ًوَداس ثبس  4 ؿکل

 1هلبل  هشثَط ثِ

 

   حجن آغبصٗي ٍ پبٗبًٖ دس سٍؽتغ٘٘شاًؼجت   1جذٍل 

 1هشثَط ثِ هلبل  اجضإ هحذٍد ٍ اٗضٍطئَهتشٗک 

 
  حجن اٍلِ٘

 (هتش هکعت)

 حجن پبٗبًٖ

 (هکعت هتش)

 تغ٘٘شًؼجت 

 (J)حجن 

سٍؽ اجضإ 

 هحذٍد
30.000000 30.037631 1.00125 

سٍؽ 

 اٗضٍطئَهتشٗک
30.000000 30.037242 1.00124 

 

ِ  ثبتَجِ  هلاحظاِ   ؿاذُ دس اٗاي هلابل    ثِ ًتبٗج اسائا
ِ  هٖ ثبعاث  هحاذٍد  سٍؽ اجاضإ   اػاتفبدُ اص  ؿَد کا

حجاان ثضسگتااش ٍ دسًت٘جااِ  اٗجاابد دػااتگبُ هعاابدلا 
دس ؿاکل   دقتثبّوچٌ٘ي  ؿذُ اػت. تشهحبػجبتٖ ثبلا

ً٘ابص  ٍٗظُ دس اًتْبٕ ت٘ش عاشُ،   هؼئلِ، ثِ ٔٗبفت تغ٘٘شؿکل
ٖ   هؾفشآٌٗذ ثِ  ثبؿاذ.  ثٌذٕ هجذد ً٘ض قبثل هـابّذُ ها

اػتفبدُ اص تَاثع پبٗاِ ثاب    ثْجَداٗي علت سػذ ًظش هٖ ثِ
دس سٍؽ قبثل٘ت اًعغبف ثابلا دس اٗجابد ٌّذػاِ هاذل     

 .اػتاٗضٍطئَهتشٗک 
 

نااص  تحات اراار    هخازو    ناین  ۀهسالل  -2هثال 
ًقبط گَػٖ دس  تثی٘شدساٗي هؼئلِ ثِ ثشسػٖ   .خارجی

ٖ    ّوگشاٖٗ   جَاة پشداختِ ؿاذُ اػات. هاذل ٌّذػا
هخشٍط ًبقق ثب ؿعب   ؿذُ دس اٗي هؼئلِ ٗک ً٘ن اسائِ

ٍ  2/0 ضااخبهت ،9/0 اًتْاابئٖ ،9/2 هتَػااظ اثتااذائٖ
ثبؿااذ. ؿااشاٗظ ٌّذػااٖ، ثبسگاازاسٕ ٍ  هااٖ 6استفااب  

( ًـبى دادُ ؿذُ اػات. ثابس دس   5گبّٖ دس ؿکل ) تکِ٘
101 ثب هقذاس ّوگشاٖٗهشحلِ  200 10  ِكاَس   ث 

ؿَد. اص تَاثع پبِٗ ًشثاض  ػشٕ افضاٗـٖ ثشجؼن ٍاسد هٖ
 دٍ دسجِ p=q=r=2  ثشإ تقشٗت ٌّذػِ ٍ تَاثع

صٗش  كَس  ثِإ هجَْل اػتفبدُ ؿذُ ٍ ثشداسّبٕ گشُ
 اًذ.دس ًظش گشفتِ ؿذُ

 

 

   

ξ = 0, 0, 0, 0.5, 0.5, 1, 1,  1  

η= 0, 0, 0, 1, 1, 1  ,  ζ = 0, 0, 0, 1, 1, 1
 

 

3اص إگ٘اشٕ دس ّاش الوابى گاشُ    ثشإ اًتگاشال  

iA 

 گَػٖ اػتفبدُ ؿذُ اػت کِ ًٔقغ
iA  تعذاد گَػٖ دس

هٌظَس ثشسػٖ ایش ًقبط گَػٖ ثاش   ثبؿذ. ثِّش ساػتب هٖ
 جَاة هؼئلِ

iA 3,4,6    .دسًظش گشفتِ ؿاذُ اػات

m=n ٔثباػتفبدُ اص ساثغ +p+1     ٖتعاذاد ًقابط کٌتشلا
 صٗش اػت. كَس  ثِ

 

ξ η ζ totallP =5 ;   P =3  ;   P =3      ;   P =45
 

 

ؿذُ ثشإ اٗاي   هقذاس ٍصى تَاثع ًشثض دسًظش گشفتِ 
 707/0ش ثا ثشا ّبگَؿِ( دس ة-5ثِ ؿکل ) هلبل ثبتَجِ

 ثبؿذ.هٖ
 

 
 )الف(

 
 )ة(

)الف( ٌّذػِ، ثبسگزاسٕ ٍ ؿشاٗظ  2ٔ تعشٗف هؼئل  5ؿکل 

 کٌتشلٖ دس سٍؽ اٗضٍطئَهتشٗک ٔؿجک هشصٕ )ة(
 

 ( ًـبى دادُ ؿذُ اػت.6ًتبٗج دس ؿکل ) 
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 )ج(                                        )ة(                                           ()الف

 
 )ٍ(                                          )ُ(                                          )د( 

 

 
 )ط(                                              )ح(                                         )ص(

 گَػٖ ًٔقغ 216ثب  yyσگَػٖ )ج( کبًتَس تٌؾ  ًٔقغ 64ثب  yyσگَػٖ )ة( کبًتَس تٌؾ  ًٔقغ 27ثب  yyσکبًتَس تٌؾ  )الف(  6 ؿکل

 ًقغٔ گَػٖ 216ثب  xxσ)ٍ( کبًتَس تٌؾ  ًقغٔ گَػٖ 64ثب  xxσ)ُ( کبًتَس تٌؾ  ًقغٔ گَػٖ 27ثب  xxσکبًتَس تٌؾ  )د(

کٌتشلٖ تغ٘٘شٗبفتِ  ّٔوشاُ ؿجکگَػٖ ثِ ًٔقغ 64ثب  xzτکٌتشلٖ تغ٘٘شٗبفتِ )ح( کبًتَس تٌؾ  ّٔوشاُ ؿجکگَػٖ ثِ ًٔقغ 27ثب  xzτکبًتَس تٌؾ  )ص(

 کٌتشلٖ تغ٘٘شٗبفتِ ّٔوشاُ ؿجکگَػٖ ثِ ًٔقغ 216ثب  xzτ)ط( کبًتَس تٌؾ 

 

گ٘شٕ عذدٕ دس ثِ اػتفبدُ اص سٍؽ اًتگشال ثبتَجِ 
ًقابط گَػاٖ ثٌْ٘اِ دس ّاش     ًقبط گَػٖ، ٗبفتي تعذاد 

ساػاتب ثااذٍى کابّؾ دس دقاات جاَاة هؼاائلِ ثبعااث    

افااضاٗؾ ػااشعت حاال ٍ کاابّؾ صهاابى هحبػااجب     
دّذ ثاب  گشدد. ًتبٗج اسائِ ؿذُ دس اٗي هلبل ًـبى هٖ هٖ
 إ تٌذجولِ ٔهشتج p=q=r=2   ًقغأ   4اًتخابة

 دس ّش ساػتب هٌبػت اػت. گَػٖ

خویاذه تحات اراار     ۀصاحح  سااس   هذل -3هثال 
تعااذاد  تااثی٘شدساٗااي هؼاائلِ ثااِ ثشسػااٖ    .خااارجی

تقؼ٘وب  ثبس دس ّوگشاٖٗ جَاة پشداختِ ؿذُ اػات.  

 ِ  ٔؿاذُ دس اٗاي هؼائلِ ٗاک كافح      هذل تحل٘لٖ اسائا
 ٍ عاَل  1 ضخبهت ،9 خو٘ذُ ثب ؿعب  تقشٗجٖ هتَػظ

ِ ثبؿذ. ؿشاٗظ ٌّذػٖ، ثبسگزاسٕ ٍ هٖ 18 ّ  تک٘ا ٖ گاب

ثب  A ٔؿذُ اػت. ثبس دس هشحل( ًـبى دادُ 7دس ؿکل )
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101 هقااذاس ّوگشاٗااٖ 10  ِػااشٕ  كااَس  ثاا
هٌظاَس ثشسػاٖ ایاش     ؿَد. ثِافضاٗـٖ ثش جؼن ٍاسد هٖ

تعااااذاد تقؼاااا٘وب  ثاااابس ثااااش جااااَاة هؼاااائلِ

A=10,20,50,100   دسًظش گشفتِ ؿذُ اػت. اص تَاثاع
 ٔدسجاااػاارلاٗي  -ة ٔپبٗاا p=q=r=2  ٕثااشا

تقشٗاات ٌّذػااِ ٍ تَاثااع هجْااَل اػااتفبدُ ؿااذُ ٍ   
 اًذ.صٗش دسًظش گشفتِ ؿذُ كَس  ثِإ  ثشداسّبٕ گشُ

 

 

   

ξ = 0, 0, 0, 0.5, 0.5, 1, 1,  1  

η= 0, 0, 0, 1, 1, 1    ζ = 0, 0, 0, 1, 1, 1

 
 

 ًٔقغ 64 إ اص گ٘شٕ دس ّش الوبى گشُ ثشإ اًتگشال 

گَػااٖ اػااتفبدُ ؿااذُ اػاات. ثباػااتفبدُ اص ساثااظ     
m=n +p+1     تعااذاد ًقاابط کٌتشلااٖ دس ّااش ساػااتب

 صٗش اػت. كَس  ثِ
 

ξ η ζ totallP = 4  ;   P = 3  ;   P = 3      ;   P = 36
 

 

 
 )الف(

 
 )ة(

)الف( ٌّذػِ، ثبسگزاسٕ ٍ ؿشاٗظ  3ٔتعشٗف هؼئل  7ؿکل 

 کٌتشلٖ دس سٍؽ اٗضٍطئَهتشٗک ٔؿجک هشصٕ )ة(

 

 ( اسائِ ؿذُ اػت.9ٍ  8ًتبٗج دس ؿکل ) 

 
 )الف(

 
 )ة(

 
 )ج(

 
 )د(

  10ثب تعذاد تقؼوب  ثبس; xyτ)الف( کبًتَس تٌؾ   8ؿکل 

 20ثب تعذاد تقؼوب  ثبس; xyτ)ة( کبًتَس تٌؾ 

)د( کبًتَس تٌؾ  50ثب تعذاد تقؼوب  ثبس; xyτ)ج( کبًتَس تٌؾ 

xyτ کٌتشلٖ تغ٘٘شٗبفتِ ّٔوشاُ ؿجکثِ 100وب  ثبس; ٘ثب تعذاد تقؼ 
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  اعوبل ثبس ٔدس ًقغ جبِٖٗ جبث-ًوَداس ثبس  9ؿکل 

 3هشثَط ثِ هلبل 

 

ؿذُ دس اٗاي هلابل دس هؼابئل     ثِ ًتبٗج اسائِ تَجِثب 
جاَاة ًْابٖٗ هؼاتقل اص     پازٗش  تاشاکن  ّٔبٗرشالاػت٘ؼ٘ت

 ثبؿذ.تعذاد تقؼ٘وب  ثبس هٖ
 

 گیز  نتیجه

 ثِ کابسثشد سٍؽ تحل٘لاٖ اٗضٍطئَهتشٗاک    اٗي هقبلِدس 
ّابٕ   ؿاکل ثب تغ٘٘ش هؼبئل غ٘شخغٖ ثٌذٕفشهَلجْت 

هؼاابئل عٌااَاى  پاازٗش کااِ ثااِ الاػاات٘ک تااشاکن ثااضسگ
 پشداختِ ؿذُ اػات. ؿًَذ، ؿٌبختِ هٖ ّبٗرشالاػت٘ؼ٘تِ

هٌظااَس جْاات اػااتخشاج هاابتشٗغ ضااشاٗت ثااب  ثااذٗي
ػبصٕ  ، پغ اص خغٖهفَْم اٗضٍطئَهتشٗکگ٘شٕ اص  ثْشُ

، هعبدلا  تعبدل دس اٗي دػتِ اص هؼبئلسٍاثظ حبکن ثش 
ثاشإ  الگاَسٗتوٖ   ٍ ذآى ًَؿاتِ ؿا   ٓؿاذ  گؼؼتِ فشم

. جْاات گشدٗاذ بئل هعشفاٖ  تحل٘ال اٗاي دػاتِ اص هؼاا   
    ِ دس هؼااابئل ؿااذُ   ثشسػااٖ ٍ كااحت ًتاابٗج اسائاا

ًتبٗج سٍؽ اجضإ هحاذٍد   پزٗش تشاکن ّٔبٗرشالاػت٘ؼ٘ت

ِ   ٍ سٍؽ اٗضٍطئَهتشٗااک  .ؿااذ ثااب ٗکااذٗگش هقبٗؼاا

ِ  ثبتَجااِ سٍؽ اٗضٍطئَهتشٗااک  ،ؿااذُ ثااِ ًتاابٗج اسائاا

گبُ هعابدلا   دػات   ثِثب سٍؽ اجضإ هحذٍد  دسهقبٗؼِ
کَتکتشٕ هٌجش ؿذُ ٍ ٍاثؼاتگٖ جاَاة هؼائلِ ثاِ     

ّب ٍ دسًت٘جِ ً٘بص ثِ تَل٘ذ هجذد هؾ سا تاب   الوبى ٔؿجک

ثاِ اػاتفبدُ    ثبتَجًِوبٗذ. حذٍد ثؼ٘بس صٗبدٕ هٌتفٖ هٖ
گ٘شٕ عذدٕ دس ًقبط گَػاٖ، ٗابفتي   اص سٍؽ اًتگشال

اػتب ثذٍى کابّؾ دس  تعذاد ًقبط گَػٖ ثٌِْ٘ دس ّش س

دقت جاَاة هؼائلِ ثبعاث افاضاٗؾ ػاشعت حال ٍ       
دّذ ثاب  گشدد. ًتبٗج ًـبى هٖکبّؾ صهبى هحبػجب  هٖ

 إتٌذجولِ ٔهشتج p=q=r=2  ًٔقغا  4 اًتخابة 

ًـابى دادُ   عالاٍُ  گَػٖ دس ّش ساػتب هٌبػت اػت. ثِ
دس هؼبئل ّبٗرشالاػت٘ؼ٘تِ جَاة ًْبٖٗ هؼتقل  ؿذ کِ

 ثبؿذ.اص تعذاد تقؼ٘وب  ثبس هٖ
 

 ناههواصه

 Isogeometric اٗضٍطئَهتشٗک

 Bspline اػرلاٗي -ة
 Strain energy function تبثع اًشطٕ کشًـٖ

 Compressible پزٗش تشاکن

 Deformation gradient گشادٗبى تغ٘٘شؿکل
 Nurbs ًشثض

 Control point کٌتشلًٖقبط 

 Hyperelasticity ّبٗرشالاػت٘ؼ٘تِ
 Physical space فضبٕ ف٘ضٗکٖ

 Parameter space فضبٕ پبساهتشٕ
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