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 پاسخ الکتریکی تیر پیزوالکتریک با استفاده از روش سختی دینامیکی
 پژوهشی  –مقاله علمی 

 

 )2(بیژن احمدی                    )9 (مجید جباری

  

ت انرژی پژوهشگران به برداش توجّهکاهش توان مصرفی وسایل الکترونیکی و نیاز به استفاده از منابع انرژی قابل حمل موجب شده  چکیده
است. در  پیدا کردهای ت ویژهیّاهمّ آنهاسازی بینی خروجی الکتریکی تیرهای پیزوالکتریک و مدلپیش روینازااز ارتعاشات محیط جلب شود. 

ود شها، در این پژوهش روش سختی دینامیکی برای تیر یکسر درگیر با مقطع یکنواخت به همراه جرم متمرکز توسعه داده میراستای این تلاش
تی دینامیکی وش سخگردد که حل آنالیز مودال با پنج مود بسیار به حل به ربا نتایج حاصل از روش آنالیز مودال تحلیلی مقایسه می نتایج آن و

حل قرارگیری م تأثیرآمده  به دستماتریس  وسیلۀبهشود و توسعه داده می یدوبخشهمچنین ماتریس سختی دینامیکی برای تیر  نزدیک است.
اهش کگردد. بر این اساس جابجایی جرم متمرکز از پایه به سمت نوک تیر موجب جرم متمرکز بر خروجی الکتریکی و رفتار سیستم بررسی می

 .تناوبی است صورتبهاین جابجایی بر فرکانس طبیعی دوم  تأثیر کهدرصورتیشود، ل میفرکانس طبیعی اوّ
 

 .ارتعاشات ،برداشت انرژی ،تیر پیزوالکتریک ،سختی دینامیکی كلیدی یهاواژه

 

 
The Electric Response of Piezoelectric Beam Using Dynamic Stiffness Method 
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Abstract The reduction of electronic devices’s input power and the requirement to portable energy sources 

have attracted many researchers. Hence, the estimation of electrical output and modeling of piezoelectric 

beams have became so important. Along this efforts, dynamic stiffness method for a uniform cantilever 

beam with a tip mass is developed in this research and the result of this method is compared with result of 

analytical modal analysis method that the differences between dynamic stiffness method and analystical 

modal analysis method with five mode is very small. Also the dynamic stiffness matrix is developed for a 

two segmented beam with a tip mass. The effects of the tip mass relocating on electrical outputs and system 

is explored that the relocating of the tip mass from the base to the tip causes the reduction in first natural 

frequency of system, although the effects of this relocating on second natural frequency is alternative. 

Moreover, a place is proposed for the tip mass to harvest the maximum energy. 
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    ّ  مقد مه
 تبدیل و اطراف محیط از انرژی آوردن به دست فرآیند

 نرژیا برداشت را استفاده قابل الکتریکی انرژی به آن
 یزندگ در تکنولوژی اخیر هایپیشرفت با. گویندمی

 و حمل قابل الکترونیکی وسایل برای تقاضا روزمره،
 هایمکانیزم میان در .است افزایش به رو مصرفکم

 ریسیتهالکت به انرژی مکانیکی تبدیل برای که مختلفی
 و پیزوالکتریک الکترومغناطیس، قبیل دارد از وجود

 یراحت دلیل به پیزوالکتریک مکانیزم - الکترواستاتیک
 صال   ات  ذاتی خاصیت بودن دارا آن، از استفاده

 رینبیشت بالا، توان چگالی همچنین الکترومکانیکی و
 زیادی مروری مقالات و داده اختصاص خود به را    ّ توج ه
توان از دو دیدگاه می .[1,2]است شده ارائه مورد این در

ر د ل         ّدیدگاه او  ،بندی کردمنابع برداشت انرژی را دسته
و  انسانی تواندکه می این انرژی تأمینعامل  نظر گرفتن

مانند جنبشی و  نوع انرژی باشد و دیدگاه دوم محیطی
بورن فن .دشومیدیل بت الکتریسیتهبه که  استگرمایی 

منابع مورد نظر را به سه نـوع تــابشی، گرمـــایی و  [3]
منابع     را یاخ. البته نمایدبندی مـیمکانیکی دسته

سازی های سوختشامل گلوکز و واکنش ییایمیشستیز
الکتریکی  ۀحوز .[4]اندنیز به این فهرست افزوده شده

، استخازن  و شامل پارامترهای متمرکز نظیر مقاومت
ردن پارامترهای متمرکز آو دسته ب ،تنها نیاز رونیازا
زی سامکانیکی است. به این دلیل مدل ۀحوز ۀکنندبیان
سازی یک رویکرد راحت برای مدل درجۀ آزادییک 

معادلات  شود که طی آن تعادل مکانیکی ومحسوب می
معادلات ساختاری به هم  حلقوی الکتریکی از طریق

درجۀ یک از مدل  [5] و همکاران شوند. راندیمرتبط می
که بر مبنای پارامترهای متمرکز بود در بررسی  آزادی
های های تبدیل انرژی برای سیستممکانیزم

 یک بازبینی آنهاالکترومکانیکی میکرو بهره بردند. 
های برداشت انرژی و منابع گسترده را در مورد تکنولوژی

های انجام سازیانرژی رایج انجام دادند که طی شبیه
شان داده ها نپیزوالکتریک بالاتر ۀبالقو توانشده، چگالی 

 شد.

این است که تخمین  درجۀ آزادییک سازی شکل مدلم
ر گیرد. علاوه بتک مود صورت می صورتبهآن  وسیلۀبه

ای هشکل مودهای مهم فیزیکی سیستم مانند این جنبه
 آن بر پاسخ تأثیردینامیکی، توزیع دقیق کرنش و 

و  شود. ارترکگرفته نمی در نظرالکتریکی در این روش 
هارمونیک  صورتبهکه  درجۀ آزادییک مدل  [6]  مننای

 ۀآنها نشان دادند که رابطشد را بررسی کردند. تحریک می
 بینی حرکتبرای پیش مرسومهارمونیک  ۀتحریک پای

خطاهای مدل را  کند و، خطاهای بزرگی را حاصل میتیر
بود را برای به کنندهاصلاحد. سپس فاکتورهای نشان دادن

 درهارمونیک  ۀبا تحریک پای درجۀ آزادییک مدل 
ارتعاش عرضی و طولی ارائه کردند. ایشان مشخص 

توان برای را می درجۀ آزادییک کردند که مدل 
های بالای جرم متمرکز به جرم تیر در ارتعاش نسبت

تیرهای  مؤثرجرم  درواقع .عرضی استفاده کرد
که جرم متمرکز کوچک  حالتیها در یکسردرگیر و میله

ای ناچیز را در قیاس با پاسخ سیستم حاصل است نتیجه
 درجۀ آزادییک  شدهاصلاحل دباید از م بنابراین؛ کندمی

 پیشنهادی استفاده کرد.
پژوهشی را برای ارتعاش دو  [7] رتاتزی و همکاران 

ود بر هم که با لولای عم داخل صفحۀ تیر اویلر برنولی
کی ی آنهاالاستیک به هم متصل شده بودند، ارائه کردند. 

از مرزها را گیردار فرض کردند و این آنالیز را برای انواع 
شرایط مرزی در طرف دیگر به انجام رسانیدند. معادلات 
ه بحاکم بر حرکت سازه در خمش آزاد با اصل همیلتون 

 تغییرات اصلروش  های طبیعی بافرکانسآمد و  دست
    ّ توج هپژوهش ایشان در  و جداسازی متغیرها حاصل شد.

پذیری و مکان لولا معطوف بود که عمده به انعطاف
آمده از روش اجزای  به دستبه خروجی نتایج  درنهایت

 محدود بسیار نزدیک بود.
ا ب های تیموشنکوارتعاش آزاد تیر [8] رجینبا سو و 

 روش سختی دینامیکی مورد ۀرا با توسع مواد مدرج تابعی
شده بود که  در این پژوهش فرضبررسی قرار دادند. 

پیوسته در راستای ضخامت  طوربهتیر  ۀهای مادویژگی
معادلات دیفرانسیل حاکم بر حرکت را  آنهاکند. تغییر می
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، نیروی برشی و محوریحل نموده و عبارات نیروی 
از الگوریتم  درنهایتممان خمشی را استخراج نمودند و 

یک حل برای استخراج  عنوانبه ویلیامز-ویتریک
 استفاده نمودند.ها شکل مودهای طبیعی و فرکانس

به بررسی برداشت انرژی از  [9,10 ] جباری و همکاران
یر غای در حالات تشدید و تیر پیزوالکتریک چندلایه

از بار  اآنهدر تحقیق  کاررفتهبهپرداختند. در مدل  تشدید
اومتی استفاده گردید و بیشترین توان برای حالت بار مق

به  نهاآدر تحقیقی دیگر آز  مقاومتی بهینه حاصل گردید.
. شد هبررسی رفتار دینامیکی تیر پیزوالکتریک پرداخت

با دو روش اجزا محدود و تجربی  به دست آمدهنتایج 
از شرایط مدار باز  کاررفتهبهحاصل گردید. در مدل 

 رتأثیهای تئوری و تجربی روش [11] جباری استفاده شد.
انرژی از تیر یکسردرگیر  در برداشتهای کرنشی گره

یر غپیزوالکتریک در حالات فرکانس تحریک تشدید و 
 قرار داد.را مورد بررسی  تشدید
 فیمورب یرت یک یلیمدل تحل  [12]چن و همکارانش 

را مورد مطالعه قرار دادند و  یلتونبا استفاده از اصل هام
 آوردند. معادلات به دستمدل را  یکیاستات یاتخصوص

حاصل شده و  یروش عدد یکحاکم با استفاده از 
 شدند. در یزو آنال یلمدل، تحل یاتو خصوص هایژگیو
 ییدتأ یراب یشآزما یجبا نتا سازیشبیه یج، نتایقتحق ینا

 شیکه افزا دهدمینشان  نتایج. اندشده یسهمقا آنهات   ّصح 
 داریپاسخ پا ۀدر دامن ی   ّ توج هقابل  تأثیر یمحور یروین

 .شودمیدارد و باعث کاهش فرکانس رزونانس  ییجابجا

 یرزم یطشرا ینمحور اغلب با چند ینامیکید یسخت 

ساده، ثابت و آزاد مورد بحث قرار  گاهتکیهمانند  یککلاس

ارائه  [13] و همکارانش ینگکه د یقی. در تحقگیرندمی

ا ب یدر حال حرکت محور یرت ینامیکید یکردند سخت

ر د یبحث شده است. سخت یافتهتعمیم یمرز یطشرا

. با اصلاح شودمی ویتتق یو عمود یچشیحالات پ

 نیگزیجا توانندمی یافتهتعمیم یمرز یطشرا یسخت

 یسخت یسهایشوند. ماتر یککلاس یمرز یطشرا

 و یموشنکوت یرهایت یحرکت محور یبرا ینامیکید

ار برده که ب یافتهتعمیم یبا مرزها یبرنول یلراو یرهایت

 .شوندیم

سازی و تحلیل یکی در این پژوهش تمرکز بر مدل 
ترین وسایل برداشت انرژی مکانیکی یعنی تیر از رایج

دو  صورتهب. تیر یادشده استیکسر درگیر پیزوالکتریک 
ش رو خت بوده و تحلیل آن بهشکلی و با مقطع یکنوا

گیرد. همچنین به کمک این سختی دینامیکی صورت می
ولتاژ خروجی با پیدا کردن بهترین مکان  بیشینۀروش 

 .گرددحاصل می برای جرم متمرکز
 

 روش سختی دینامیکیتئوری  
روش سختی دینامیکی، یک روش قدرتمند برای 

قطع یک المان ساختاری با م تابع پاسخ فرکانسیاستخراج 
. ماتریس استهایی چنین المان ترکیبیکنواخت و 

وج م یک المان بر مبنای حل دقیق معادلۀسختی دینامیکی 
ه بهای کمتری نسبت است، به همین دلیل نیاز به المان

روش اجزای محدود برای تحلیل تیرهای یکنواخت دارد 
 های تحریکتر برای فرکانسکه این امر موجب حل دقیق

شود. همچنین ماتریس سختی دینامیکی یک تیر، بالا می
سازی تیرهایی با شرایط مرزی مختلف و برای مدل

تیرهایی با مقطع یکنواخت قابل استفاده است که  ترکیب
به روش آنالیز مودال  تت بزرگ این روش نسب       ّاین مزی 
 است.
کل شینامیکی و آنالیز مودال برای های سختی دروش 

 شکلیرود. پیکربندی یکسردرگیر دوکار میه ب (9)
 کهییازآنجا .است سازی شدهتیر یکنواخت مدل عنوانبه

 کننده انرژی یکسر درگیر رایجهای برداشتپیزوالکتریک
د و شونتیرهای نازک طراحی و تولید می صورتبه       غالبا  

هایی نازک هستند، شکلی سازههمچنین اکثر تیرهای دو
سد. ربرنولی فرض نمودن تیر منطقی به نظر میاویلر 
اند دهبه هم مقید ش خوبیبههای پیزوالکتریک و زمینه لایه

اند و الکترودهایی که در کل طول تیر امتداد یافته
پذیر بوده و در قیاس با ضخامت کل تیر، دارای انعطاف

 ،باشند. علاوه بر اینمی نظرصرفضخامت قابل 
نها اند. بدین ترتیب ترسانا فرض شده خوبیبهالکترودها 
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یک اختلاف پتانسیل الکتریکی در طول هر الکترود قابل 
ادیده والکتریک نزهای پیتعریف است. مقاومت نشتی لایه

                             این مقدار غالبا  مقداری بزرگ  کهیدرحالاست گرفته شده 
مقاومتی موازی با بار  عنوانبهتوان آن را و می است

 گرفت.مقاومتی در نظر 
های برای استخراج رفتار تیر متحرک با لایه 

در  [.91] روندکار میه ب (2)و  (9)پیزوالکتریک روابط 
 𝑛بردار جابجایی الکتریکی،  یهامؤلفه 𝐷𝑖 ،(9) رابطۀ
 یهامؤلفه 𝑑𝑖𝑚بردار میدان الکتریکی القا شده،  یهامؤلفه

𝜀𝑖𝑛ماتریس ضریب پیزوالکتریسیته، 
𝑇 ماتریس  هایمؤلفه

 T𝑚و  الکتریک یا گذردهی در تنش ثابتثابت دی
 𝑆𝑗، (2) . همچنین در رابطۀاستبردار تنش  هایمؤلفه
𝑆𝑗𝑚و  تغییر شکلبردار  هایمؤلفه

𝐸  ماتریس  هایمؤلفههم
 باشد. ضرایب الاستیک می

 

 

 
تیر دوشکلی برداشت کننده انرژی در اتصال سری و  (:9)شکل 

 موازی

 

(9) 𝐷𝑖 = 𝜀𝑖𝑛
𝑇 𝐸𝑛 + 𝑑𝑖𝑚𝑇𝑚     

(2) 𝑆𝑗 = 𝑑𝑗𝑛𝐸𝑛 + 𝑆𝑗𝑚
𝐸 𝑇𝑚        

  

 قانون یستمس یآوردن ولتاژ خروج به دست یبرا 
( 9) ۀرابط صورتبه یزوالکتریکپ یهلا یک یگاوس برا
 .شودینوشته م

(3) 
𝑞 = − ∫ 𝑦𝑌𝑝𝑑31

𝑏𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
𝑑𝑥

𝐿

𝑜

+ ∫ 𝑏𝜀33
𝑆 𝐸3𝑑𝑥      

𝐿

𝑜

 

رسانا هستند و       کاملا که الکترودها  ت   عل نیابه 
ست، مقدار ا یکساندر سرتاسر الکترود  یکیالکتر یلپتانس
 (1) ۀرابط بقمطا ییبالا یهلا یانیدر مقطع م شدهانباشتهبار 

ر با گرفتن مشتق از معادله ب یبترت ین. بدشودیحاصل م
 جیاز مقاومت خار یعبور یانجر   ّ شد تحسب زمان، 

 د.خواهد بو یزوالکتریکپ یۀلا یک یبرا (5) ۀمطابق رابط
 

(4) 
𝑞 = −ℎ𝑝𝑐𝑌𝑝𝑑31 ∫ 𝑏

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
𝑑𝑥

𝐿

𝑜

−
𝜀33

𝑆 𝑣(𝑡)

ℎ𝑝
∫ 𝑏𝑑𝑥   

𝐿

𝑜

 

 

(5) 
𝑖(𝑡) = −ℎ𝑝𝑐𝑌𝑝𝑑31 ∫ 𝑏

𝜕3𝑢

𝜕𝑥2𝜕𝑡
𝑑𝑥

𝐿

𝑜

−
𝜀33

𝑆 �̇�(𝑡)

ℎ𝑝
∫ 𝑏𝑑𝑥

𝐿

0

  

 

تابعی از زمان  عنوانبه 𝑖جریان    ّ شد تنهایی  رابطۀ 
در  𝑓و  𝛽  ،𝐶𝑝آید که می به دست (6) معادلۀ صورتبه

، ظرفیت داخلی (6) در معادلۀ 𝐶𝑝اند. ارائه شده (1) رابطۀ
فاصله محور  (7) در معادلۀ ℎ𝑝𝑐یک لایه پیزوالکتریک و 

 .استخنثی تا مقطع میانی لایه پیزوالکتریک 
 
(6) 

𝑖(𝑡) = 𝑓𝛽 ∫
𝜕3𝑢

𝜕𝑥2𝜕𝑡

𝐿

0

𝑑𝑥 −
𝑓

𝑎
𝐶𝑝�̇�    

 

(7) 𝛽 = −𝑑31𝑌𝑝ℎ𝑝𝑐𝑏 

𝐶𝑝 = 𝜀33
𝑆

𝑏𝐿

ℎ𝑝
 

𝑓 = {
1, 𝑓𝑜𝑟 𝑠𝑒𝑟𝑖𝑒𝑠
2, 𝑓𝑜𝑟 𝑝𝑎𝑟𝑎𝑙𝑙𝑒𝑙

 

 

برای تحلیل به روش سختی دینامیکی، تحریک  
جایی هشود. بدین ترتیب جابفرض میهارمونیک 

که با استفاده از  آیدمی به دست (8) معادلۀ صورتبه
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طبق  𝑘و  �̂�. دشومیحاصل  (1) معادلۀ حرکت تیر معادلۀ
 .آیندبه دست می (99)و  (91) ابطور
 
(8) 

𝑢(𝑥, 𝑡) = �̃�(𝑥)𝑒𝑗𝜔𝑡 

(1) 
�̃�𝑖𝑣 − 𝑘�̃� = 0  

(91) 

𝑘 =  𝜔
1

2 [
𝑚

�̂� / (1 − 𝑗
𝑐𝑎

𝑚𝜔
)

]

1

4

 

(99)  

�̂� = 𝐵 (1 + 𝑗𝜔
𝐴

𝐵
) 

 
𝐵 = 𝑌𝑝𝐼𝑝 + 𝑌𝑠𝐼𝑠 

 

𝐴 = 𝑐𝑝𝐼𝑝 + 𝑐𝑠𝐼𝑠 

 
𝑐𝑎 ضریب میرایی لزج میانگین محیط بر واحد طول،𝑐𝑝 

ضریب  𝑐𝑠 ضریب میرایی کلوین ویت لایه پیزوالکتریک،
 مدول الاستیسیته مادۀ 𝑌𝑝میانی، میرایی کلوین ویت لایۀ

به   𝐼𝑠 و 𝐼𝑝مدول الاستیسیته لایه میانی،  𝑌𝑠پیزوالکتریک، 
دو  ای هرترتیب گشتاور دوم سطح حول محور خنثی بر

یرایی با ضریب م باشند.میانی می لایه پیزوالکتریک و لایۀ
حاصل  (92) ۀاستفاده از روش میرایی ریلی با رابط

 .هستندجرم تیر  mنسبت میرایی و  𝜁𝑟. ]91[ شودمی
 

(92) 𝜁𝑟 =
𝐴𝜔𝑟

2𝐵
+

𝑐𝑎

2𝑚𝜔𝑟
 

 

مت ظاهری بار الکتریکی باشد مقاو دۀنماین 𝑍اگر  
 (99) رابطۀ توان نوشت. با جایگذاریرا می (99) رابطۀ
ید آیم به دست (91) معادلۀ  صورتبهولتاژ  ، دامنۀ(9)در 

 .شودحاصل می (95) از رابطۀ 𝐺که در آن 
 

(99) �̃� = 𝑍𝑖̃ 
 

(91) �̃� = 𝐺[�̃�(𝐿) − �̃�(𝑂)] 

 

(95) 𝐺 =
𝑗𝜔𝑓𝛽

𝑗𝜔 (
𝑓

𝑎
) 𝐶𝑝 +

1

𝑍

 

 D  ماتریس سختی دینامیکی تیر با جرم متمرکز
 .است (96) رابطۀ صورتبه
(61) 𝑓 = 𝐷𝑢  

f =  [�̃�0  �̃�0   �̃�𝐿  �̃�𝐿]𝑇 
u = [�̃�0  �̃�0   �̃�𝐿  �̃�𝐿]

𝑇
 

 

�̃�0  و نیروی برشی�̃�0  گاه گیردار و تکیهممان خمشی در
�̃�𝐿  و نیروی برشی�̃�𝐿  تیر با وجود سر ممان خمشی در

ماتریس سختی دینامیکی تیر  باشند.جرم متمرکز می
 عنوانبه 𝐷𝑒که در این معادله  است (97) معادلۀ صورتبه

 شود.ماتریس سختی دینامیکی تیر شناخته می
 

𝑫𝒆 = [

𝑠1

𝑠2

𝑠3

𝑠4

    

𝑠2

𝑠5

−𝑠4

𝑠6

    

𝑠3

−𝑠4

𝑠1

−𝑠2

    

𝑠4

𝑠6

−𝑠2

𝑠5

]  + 

 

𝜗𝐺 [

0
0
0
0

   

0
1
0

−1

    

0
0
0
0

    

0
−1
0
1

]     

 

𝑆1 =
�̂�𝑘3(𝑐𝑜𝑠 𝑘𝐿 . 𝑠𝑖𝑛ℎ 𝑘𝐿 + 𝑐𝑜𝑠ℎ 𝑘𝐿 . 𝑠𝑖𝑛 𝑘𝐿)

𝛥
 

 

𝑆2 =
�̂�𝑘2(𝑠𝑖𝑛 𝑘𝐿 . 𝑠𝑖𝑛ℎ 𝑘𝐿)

𝛥
               

           

𝑆3 =  −
�̂�𝑘3(𝑠𝑖𝑛 𝑘𝐿 + 𝑠𝑖𝑛ℎ 𝑘𝐿)

𝛥
                          

 

𝑆4 =  
�̂�𝑘2(𝑐𝑜𝑠ℎ 𝑘𝐿 − 𝑐𝑜𝑠 𝑘𝐿)

𝛥
             

 

𝑆5 =  �̂�𝑘
(cosh 𝑘𝐿.sin 𝑘𝐿−cos 𝑘𝐿.sinh 𝑘𝐿)

𝛥
    

     

𝛥 = 1 − 𝑐𝑜𝑠ℎ 𝑘𝐿 . 𝑐𝑜𝑠 𝑘𝐿 

 

𝜗 = −𝑑31𝑌𝑝𝑏 (
ℎ𝑝 + ℎ𝑠

𝑎
) 

(61) 

به ترتیب برای  9و  2برابر با  𝑎مقدار  (97) در رابطۀ 
با استفاده از روابط تعادل و . استحالت سری و موازی 

 طۀامیکی با رابماتریس سختی دین جرم متمرکزبا وجود 
 گردد.می ارائه (98)
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𝐷 =  𝐷𝑒 + [
0 0
0 𝐷𝑚

] 

𝐷𝑚 = [
−𝜔2𝑀𝑇 + 𝑗𝜔𝑐𝑎

𝑀𝑇

𝑚
 0

0 −𝜔2𝛪𝑇

] 

𝑅 = 𝐷−1 

(98) 

𝑀𝑇 جرم متمرکز و  نمایندۀ𝑙𝑇 ممان اینرسی  دهندۀنشان
شدگی و وابط جفتبر اساس ر. استجرم متمرکز 

 (91)ابط وپاسخ ولتاژ و جابجایی با ر ،معادلات حرکت
 شود.حاصل می (21)و 
 

(61) 

�̃�

= 𝐺 [
𝑅41𝑅22 − 𝑅42𝑅21

𝛼
] �̃�0

+  𝐺 [
𝑅42𝑅11 − 𝑅41𝑅12 − 𝛼

𝛼
] �̃�0 

�̃�0 =  𝑅12�̃�0 + 𝑅22�̃�0 

 
�̃�0 = 𝑅11�̃�0 + 𝑅12�̃�0 

 
𝛼 = 𝑅11𝑅22 − 𝑅12𝑅21  

 

(02) 

�̃�𝐿

= (
𝑅31𝑅22 −  𝑅32𝑅21

𝛼
) �̃�0

+ (
𝑅32𝑅11 −  𝑅31𝑅12

𝛼
) �̃�0 

 

 نتایج
اعتبار روش سختی دینامیکی، سیستم با  بررسیبرای 

د. شوتحلیل می (9)مشخصات آورده شده در جدول 
ل به ترتیب                          ّهای میرایی برای دو مود او همچنین نسبت
𝜁1 = 𝜁2 و  0.0166 = و مقدار جرم متمرکز  0.0107
𝑀𝑇 = 0.5𝑚𝑏 [. مقادیر 95] گرفته شده است در نظر

 𝜁1 و 𝜁2 که با کمک رابطۀود ارائه شده است برای دو م 
،  𝜁3 آید. برای حصول می به دست 𝐴و  𝑐𝑎مقادیر  (1)

 𝜁4  و 𝜁5  از 𝜁1  و 𝜁2 شود، هرچند امکان بهره گرفته می
آمده معتبر  به دست 𝐴و  𝑐𝑎دارد برای مودهای بالاتر 

جهت  یسینوبرنامهمتلب،  افزارنرمبا استفاده از نباشد. 
ی برای روش سخت دریافت پاسخ الکتریکی و مکانیکی

روش در  حاصل گردیده است.دینامیکی و آنالیز مودال 

ه شداستفاده حل برای آنالیز مودال از یک تا پنج مود 
 است.
نمودار حاصل از تحلیل به روش سختی  (2شکل ) 

دینامیکی را در مقابل روش آنالیز مودال با یک مود نشان 
که مشخص است به این دلیل که آنالیز  طورهماندهد. می

مودال با یک مود حل شده، تقریب خوبی از تابع پاسخ 
حداکثر ولتاژ خروجی بر حسب شتاب   (FRF)فرکانسی

کند که با روش ل حاصل می                        ّپایه در محدوده فرکانس او 
جدول اختلاف دارد. طبق  درصد 1.4سختی دینامیکی، 

 73.77Hzختی دینامیکی فرکانس تشدید در روش س (2)
. است 73.98Hzاست، اما در روش آنالیز مودال این مقدار 

همچنین نمودار روش آنالیز مودال پس از فرکانس 
 فاصله از نمودار روش سختی دینامیکی 150Hzتحریک 

گیرد. در حالتی که آنالیز مودال با دو مود محاسبه گردد می
دوم تقریب خوبی از ولتاژ  ۀ            در اطراف قل  (9)طبق شکل 

 2.26آید که می به دستخروجی برحسب شتاب پایه 
درصد با روش سختی دینامیکی اختلاف دارد. به همین 
ترتیب با حل به روش آنالیز مودال با تعداد مودهای 
بیشتر، اختلاف نمودارهای حاصل از روش سختی 

 کهیطوربهیابد دینامیکی و روش آنالیز مودال کاهش می
نمودارهای این دو روش از هم قابل  (1شکل )به     ّ توج هبا 

 باشند.تشخیص نمی
 

 مشخصات تیر پیزوالکتریک نمونه (:9)جدول 
 

 پارامتر مقدار

0.267 ℎ𝑝 (mm) 

0.300 ℎ𝑠 (mm) 

60 L (mm) 

25 b (mm) 

6200 𝑌𝑝 (GPa) 

7200 𝑌𝑆 (GPa) 

7800  (kg m3⁄  چگالی لایه پیزوالکتریک(

2700  (kg m3⁄  میانی چگالی لایۀ(

-320× 10−12 𝑑31 (m/V) 

3.3646× 10−8 𝜀33
𝑇  (

F

m
) 
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 نسبت ولتاژ بر شتاب به دو روش سختی دینامیکی و FRF (Frequency Response Function) (:2)شکل 

 یک مود فرکانسی تأثیر وش آنالیز مودال بار

 

 

 

 

 

 دو مود فرکانسی تأثیرنسبت ولتاژ بر شتاب به دو روش سختی دینامیکی و روش آنالیز مودال با  FRF (:9)شکل 
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 سه مود فرکانسی تأثیرنسبت ولتاژ بر شتاب به دو روش سختی دینامیکی و روش آنالیز مودال با  FRF (:1)شکل 

 

 

های روشدر  FRF از نمودارهاینتایج حاصل  
مودهای مختلف در  با سختی دینامیکی و آنالیز مودال

 ارائه شده است. (9و  2جدول )
 

های سختی دینامیکی و روشدر  یها FRF تفاوت (:2)جدول 

 ل                  ّدر فرکانس تشدید او  آنالیز مودال
 

درصد 

اختلاف 

بیشینه 

دامنه با 

 روش

سختی 

 دینامیکی

بیشینه 

دامنه 

ولتاژ 

خروجی 

 بر شتاب

درصد 

اختلاف 

فرکانس 

 تشدید اول

با روش 

سختی 

 دینامیکی

 فرکانس

تشدید 

 اول

 نوع روش

- 4.495 - 73.77 
روش سختی 

 دینامیکی

0.13  4.489 0.04  73.80 
آنالیز مودال با 

 پنج مود

0.18  4.487 0.07  73.82 
آنالیز مودال با 

 چهار مود

0.27  4.483 0.08  73.83 
آنالیز مودال با 

 سه مود

0.40  4.477 0.12  73.8 
آنالیز مودال با 

 دو مود

1.40  4.432 0.28  73.98 
آنالیز مودال با 

 یک مود

های سختی دینامیکی و روشدر  یها FRF تفاوت (:9)جدول 

 در فرکانس تشدید دوم آنالیز مودال

 

درصد 

اختلاف 

بیشینه 

دامنه با 

 روش

سختی 

 دینامیکی

بیشینه 

دامنه 

ولتاژ 

خروجی 

 بر شتاب

درصد 

اختلاف 

فرکانس 

تشدید 

دوم با 

روش 

سختی 

 دینامیکی

 فرکانس

تشدید 

 دوم

 نوع روش

- 0.2081 - 591.3 

روش 

سختی 

 دینامیکی

0.82  0.2098 0.02  591.4 
آنالیز مودال 

 با پنج مود

1.06  0.2103 0.02  591.4 
آنالیز مودال 

 با چهار مود

0.27  0.2114 0.03  591.5 
مودال آنالیز 

 با سه مود

1.58  0.2128 0.03  591.5 
آنالیز مودال 

 با دو مود

2.26  - - - 
آنالیز مودال 

 با یک مود
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شته دهای نو                  جایی جرم متمرکز ک هجاب تأثیربرای یافتن 
یر مرکز جرم تا پایه ت ۀبرای فاصل ،متلب افزارنرمشده در 
متمرکز بر جایی جرم هبکه جا ت   عل نیابه .شوداجرا می
ر مقادیر ب تأثیرو این  گذاردمی تأثیرهای طبیعی فرکانس

. در این حالت تحلیل در استضرایب میرایی اثرگذار 
 .گیردحالت نامیرا مورد بررسی قرار می

 ل را بر حسب                       ّتغییرات فرکانس طبیعی او  (5) شکل 

دهد. مطابق آن فاصله جرم متمرکز از پایه نشان می

جرم متمرکز از پایه دورتر شود، فرکانس طبیعی  هرچقدر

ز ل برای جرم متمرک                     ّیابد. فرکانس طبیعی او اول کاهش می

 جیتدربهکه  است 127.8Hz تیر ۀاز پای 0.5mm ۀدر فاصل

فرکانس طبیعی  کاهش ،از پایه 15mmبا افزایش فاصله تا 

میانی  ۀاز فاصل گیرد.ل با شیب بسیار کندی صورت می  ّاو 

 صورتهب                                            تیر تا انتهای تیر کاهش مقدار فرکانس تقریبا  

کاهش آن  کهیطوربهشود، خطی و با شیب تند انجام می

 . در ارتباط با تغییراتاستدرصد  35.6 در این فاصله

مرکز از جرم مت ۀس طبیعی دوم تیر نسبت به فاصلفرکان

کانس رل، در ابتدا کاهش ف               ّفرکانس طبیعی او  مانندبهپایه، 

 ۀایش فاصلرود اما با افزمیطبیعی با شیبی بسیار کند پیش 

گیرد صورت می یتندبهاین روند  ،جرم از پایه

کمترین فرکانس طبیعی دوم  (6)طبق شکل  کهیطوربه

و مقدار  جرم متمرکز از پایه متحرک 26mm در فاصله 

560.1Hz شود مشخص می (6) به شکل    ّ توج هبا . است

ای تناوبی با فاصله جرم طبیعی دوم رابطهکه فرکانس 

 46mmو  4mm یهافاصلهمتمرکز دارد که طی آن در 

. است 771.6Hzجرم از تیر، مقدار فرکانس طبیعی دوم 

به این دلیل که غالب ارتعاشات قابل برداشت از محیط 

افتند، پایین بودن در حوزه فرکانسی پایین اتفاق می

ژی کمک شایانی به میزان انرتواند یفرکانس تشدید تیر م

از میزان  نظرصرف رونیازا .برداشت شده داشته باشد

واند تانرژی برداشتی، تعبیه جرم متمرکز در انتهای تیر می

 برای چنین مصرفی مفید واقع شود.

 
 

رم ج ۀل را بر حسب فاصل  ّاو  یعیفرکانس طب ییراتتغ(: 5)شکل 

 یهمتمرکز از پا

 

 
 

رم ج ۀرا بر حسب فاصل دوم یعیفرکانس طب ییراتتغ (:6)شکل 

 یهمتمرکز از پا

 

فارغ از مقدار فرکانس تشدید در تعیین مکان جرم  

پارامتری  ،شدهمتمرکز، میزان حداکثر توان برداشت

 ورنیازا. استجایی جرم متمرکز هبکننده در جاتعیین

ولتاژ خروجی بر شتاب نسبت  ل، حداکثر              ّبرای دو مود او 

 (7)در شکل  ا پایهتفاصله جرم متمرکز  حسببر پایه 

د شوشکل مشخص میبه     ّ توج هبا  .شده است نشان داده

ولتاژ بر شتاب پایه در اطراف فرکانس نسبت که حداکثر 
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 فاق                      جرم متمرکز تا پایه ات  38mmل برای فاصله         ّتشدید او 

 8.622 میزان آنکه افتد می
volt

m/s2
همچنین کمترین  .است 

 ۀنقط ترینشتاب پایه در نزدیک بر روجیولتاژ خنسبت 

پایه وجود دارد و مقدار به  قرارگیری جرم متمرکز نسبت

 6.125آن 
volt

m/s2
 است. 

 

 
 

نسبت ولتاژ خروجی بر شتاب پایه در فرکانس  (:7)شکل 

 تیر اول بر حسب فاصلۀ جرم متمرکز تا پایۀ تشدید

 

 
 

در فرکانس نسبت ولتاژ خروجی بر شتاب پایه  (:8)شکل 

 تیر تشدید دوم بر حسب فاصلۀ جرم متمرکز تا پایۀ

 

انتهایی هرچند موجب کاهش  ۀقرارگیری در نقط 
شود اما ولتاژ خروجی بر حسب ل می               ّفرکانس تشدید او 

 7.505شتاب پایه آن 
volt

m/s2 کهدرصورتی رونیازا. است 
از ناحیه فرکانس تشدید باشد  بیشینههدف برداشت 

د. تواند گزینه مطلوبی باشرم در نوک تیر نمیگیری جقرار
خروجی بیشینه بر حسب شتاب پایه برای مود دوم  ژولتا

 ژولتانسبت که طی آن حداکثر  است (8) مطابق شکل
 9.811شتاب پایه  جی برورخ

volt

m/s2 جرم  بوده که برای
گردد. نکته قابل از پایه حاصل می  16mmۀفاصل بامتمرکز 
پایه  شتابولتاژ بر نسبت این است که کمترین     ّ توج ه

تیر بوده که مقدار آن  ۀاز پای 40mm ۀمربوط به فاصل
4.513 

volt

m/s2 حداکثر  ۀاست. این فاصله بسیار به نقط
ما ا ،ولتاژ خروجی بر شتاب پایه نزدیک استنسبت 
یری گولتاژ خروجی آن بر حسب پایه حتی از قرارنسبت 

تر است. بدین ترتیب در صورت نیاز کم تیرجرم در انتها 
  یا 16mmبه برداشت حداکثر ولتاژ خروجی، فواصل 

38mm شود. تحلیل جرم متمرکز از پایه پیشنهاد می
 .جاری برای حالت نامیرا در نظر گرفته شده است

ولتاژ خروجی بر نسبت تاکنون نمودارهای حداکثر  
اما اگر ؛ اندشتاب پایه با مکان جرم متمرکز رسم شده

ایه جایی انتقالی پهبولتاژ خروجی بر جانسبت حداکثر 
 1) یهاطبق شکل نسبت به مکان جرم متمرکز رسم شود

 (1) . طبق شکلجا خواهد شدههای نمودار جابه   قل  (91 و
ولتاژ نسبت ل حداکثر         ّتشدید او  هایبرای فرکانس
جرم  22mm ۀجایی پایه برای فاصلهبخروجی بر جا

 4.531گردد و مقدار آن متمرکز از پایه حاصل می
Mvolt

m
 

 نمایندۀهای تشدید دوم فرکانس برایهم  91شکل . است
ه در ک استجایی هبولتاژ خروجی بر جانسبت حداکثر 

جرم  ایه برایولتاژ خروجی بر شتاب پنسبت آن حداکثر 
دهد و مقدار آن از پایه رخ می 11mm ۀمتمرکز با فاصل

181.1
Mvolt

m
ولتاژ خروجی بر نسبت . کمترین است 

از پایه  34mmجایی پایه برای جرم متمرکز با فاصله هجاب
 73.2و مقدار آن  هدبو

Mvolt

m
 .است 
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جایی پایه در فرکانس هنسبت ولتاژ خروجی بر جاب (:1)شکل 

 تیر ل بر حسب فاصلۀ جرم متمرکز تا پایۀ        ّتشدید او 

 

 
 

س در فرکانجایی پایه هنسبت ولتاژ خروجی بر جاب (:91)شکل 

 تیر تشدید دوم بر حسب فاصلۀ جرم متمرکز تا پایۀ

 

 گیرینتیجه -4
در این پژوهش روش سختی دینامیکی برای تیر یکسر 
درگیر با مقطع یکنواخت به همراه جرم متمرکز توسعه 

این روش بر مبنای حل دقیق تدوین گردیده  داده شد.
 روابط استفاده شد از رویکرد نیوتن برای حصول است.

ولتاژ خروجی تابعی از شیب ابتدا و  که طی آن دامنۀ
آمد و حصول این دو پارامتر با کمک  به دستانتهای تیر 

ماتریس سختی دینامیکی تیر صورت گرفت. همچنین 

خروجی الکتریکی با استفاده از روش آنالیز مودال برای 
یک مود تا پنج مود نیز حاصل شد که در اطراف فرکانس 

 و روش سختی دینامیکیتشدید اول نتایج حاصل از 
به هم نزدیک بود اما با آنالیزمودال با یک مود فرکانسی 

ند. گرفتاین دو نمودار از هم فاصله می ،افزایش فرکانس
از آنالیز مودال با تعداد مود بیشتر موجب شد که  استفاده

ولتاژ حاصل از دو روش به هم نزدیک نمودار پاسخ 
 .شوند
توان به بررسی اثرات از اهداف این تحقیق می 
جایی جرم متمرکز بر خروجی الکتریکی و هجاب

های طبیعی سیستم در حالت نامیرا با روش فرکانس
در  مدهآدستبهنتایج سختی دینامیکی اشاره کرد. طبق 

ر تهایی که جرم متمرکزشان نزدیکاین پژوهش، سیستم
د و داشتن یتربزرگل                            ّبه پایه بود فرکانس طبیعی او 

ل برای جرم متمرکز در نوک                       ّکمترین فرکانس طبیعی او 
ا فاصله دوم ب اما تغییرات فرکانس طبیعی؛ تیر حاصل شد

 هکیطوربهتناوبی داشت  جرم متمرکز از پایۀ رابطۀ
در جرم  موقعیتبیشترین مقدار فرکانس طبیعی دوم برای 

46mm  و  آمد به دستاز پایه و جرم قرار گرفته در پایه
از پایه تیر  26mmکمترین آن برای جرم متمرکز با فاصله 

 حاصل شد.
نسبت ولتاژ خروجی بر شتاب پایه برای  ازآنپس 

قرارگیری جرم متمرکز در فواصل مختلف مورد بررسی 
 ل                                             ّقرار گرفت که بیشترین خروجی در فرکانس تشدید او 

از پایه حاصل شد،  38mmبرای جرم متمرکز به فاصله 
ای اما بیشترین خروجی در فرکانس تشدید دوم بر

 به دستز پایه ا 16mm سیستمی با جرم متمرکز در فاصلۀ
در صورت نیاز به برداشت حداکثر ولتاژ  بنابراین؛ آمد

جرم متمرکز از پایه  38mm  یا 16mmخروجی، فواصل 
 .گردیدپیشنهاد 

 

 علائمفهرست 

 
B  عرض تیر 
ca   ضریب میرایی لزج میانگین محیط بر

 واحد طول

62 
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cs  میانی ضریب میرایی کلوین ویت لایۀ 
cp  ویت لایه  ضریب میرایی کلوین

 پیزوالکتریک
Cp  ظرفیت داخلی یک لایه پیزوالکتریک 

dim  ماتریس ضریب پیزوالکتریسیته هایمؤلفه 
D   ماتریس سختی دینامیکی تیر با جرم

 متمرکز
De   ماتریس سختی دینامیکی تیر بدون جرم

 متمرکز
Di  ایی الکتریکیهبردار جابج هایمؤلفه 
hs  میانی ضخامت لایۀ 
hp  ضخامت هر لایه پیزوالکتریک 

hpc   فاصله محور خنثی تا مقطع میانی لایه

 پیزوالکتریک
ĩ   جریان شدّتدامنه 

Ip   گشتاور دوم سطح حول محور خنثی برای

 های پیزوالکتریکلایه
Is   گشتاور دوم سطح حول محور خنثی برای

 میانی لایه

IT  ممان اینرسی جرم متمرکز 
L  طول تیر 

M  جرم واحد طول 
mb  جرم تیر 
MT  جرم متمرکز 

Sj  بردار کرنش هایمؤلفه 

Sjm
E  ماتریس ضرایب الاستیک هایمؤلفه  

Tm  بردار تنش هایمؤلفه 
ũ  جایی در راستای هدامنه جابy 

ub  جابجایی پایه 
v(t)  ولتاژ کل مجموعه مستقل از نوع اتصال 

ṽ  دامنه ولتاژ کل مجموعه 
Yp  مدول الاستیسیته ماده پیزوالکتریک 
Ys  مدول الاستیسیته لایه میانی 

εin
T الکتریک در ماتریس ثابت دی هایمؤلفه  

 تنش ثابت
ε33

S  گذردهی در کرنش ثابت  

ω  فرکانس تحریک 
ωr   فرکانس طبیعی تیر در مودr 
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