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 یشکل برش رییغسوم تمرتبه یبر اساس تئور بستر الاستیکروی  یتابع مدرج دارترک متخلخل یرهایت تحلیل فرکانسی مقاله، نیدر ا  چکیده

بر اساس  یکیمکان خواص راتیی. تغدکننیم رییدر جهت ضخامت تغ وستهیپ طوربهشده مواد انتخاب یکی. مشخصات مکانشودبررسی می یرد

، لتونیا استفاده از اصل همب ،یخط کیو با اعمال اثر بستر الاست یشکل برش رییسوم تغمرتبه یتئور یریکارگه. با بشودیم نییتع ییمدل قانون نما
 طیرض شراحاکم با ف لیفرانسید لاتمعادلات، معاد نیا یاهحل بست پیچیدگی بهتوجهبا. دشویمحاکم بر مسئله حاصل  لیفرانسیمعادلات د

سایر  جیبا نتا قیحقت نیا جینتا ،یسنجصحت منظوربه. دنشویمحل  افتهیمیتعم یلیفرانسیروش مربعات د کمکبهگاه مختلف، هیاز نوع تک یمرز

 یارامترهااثر پ تیاست. در نها زیمقالات ناچ ریسا جیبا نتا مقاله نیا جینتا نیکه اختلاف ب دهدیمنشان  یبررس نیشود. ایم سهیمقا مقالات
 یابیارز یمدرج تابع یرهایت یعیفرکانس طب یروو تخلخل  کیبستر الاست موقعیت و عمق ترک لبه، ،خواص مواد نماییشاخص و  یهندس

 ترک و پایش فکش، بینیهای پیشتکنیکدر  و تیرهای مدرج تابعی ۀتواند در طراحی بهینات این پارامترها میتأثیرنتایج این مقاله و . دشویم
  . استفاده شود
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را  ازیمورد ن یریپذفلز انعطاف یعنی گر،ید یساختار

 راتییتغ لتع. قابل توجه است که بهکندیفراهم م
که در  یوستگیپمشکلات عدم یکیخواص مکان ۀوستیپ

 یدر مواد تابع ،موجود است یتیکامپوز یهاسازه

ی ممکن است ئهای جزحال آسیببااین. دیآیوجود نمبه
ط ید که در شرایبیاوجود هدر ساختار مواد مدرج تابعی ب

تر )ارتعاشی، خوردگی و دمای بالا( جدیمحیطی 

رک پیدایش ت تری شود.های کلیمنجر به آسیبتواند می
، جرم و میرایی و در در یک سازه باعث کاهش سفتی

شود. خصوصیات ارتعاشی یک سازه میدر تغییر نتیجه 

تواند در یافتن میات ترک و عیوب تأثیرشناسایی 
ترک و محل ترک در تیرها کمک بسزایی  ۀاولیپیدایش 
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های زیاد جلوگیری و از بروز فجایع بزرگ و هزینه ندک
خاطر کاربرد هاین روش ب محل ترک باشناسایی  د.کن

تعدادی روش برای  عملی اهمیت بسزایی دارد.

کلی  ۀدست1 کردن ترک در تیرها وجود دارد که درمدل
 .[2 ,1] گیرندقرار می

های سفتی ای و مدلپذیر تودههای انعطافمدل 

 یلۀوسبهای ترک پذیر تودههای انعطافپیوسته. در مدل
ماتریس  شود کهپیچشی بدون وزن مدل می یک فنر
ی فنر از روش نرخ آزادسازی انرژی پذیرانعطافضریب 

. [2] آیددست میهب (SIF)کرنش و فاکتور شدت تنش 
اند تا ن تلاش کردهار مدل سفتی پیوسته، محققد

را با معادلات واحدی که محل و  دارترکارتعاشات تیر 
 توصیف کنند. ،شودعمق را شامل می

بر اساس مکانیک شکست، کاهش سفتی تیر مدرج  
ط وجود آمده است، توسهتابعی که در اثر پیدایش ترک ب

 هیاول قاتیدر تحق .[3] شودمدل سفتی پیوسته مدل می
شدت تنش و  بیضر شکست، کیمکان یاز رو شتریب

 یعاشارت یرفتارها یروابط حاکم بر آن به بررس لیتحل

 و روتلو نیفریش. [4] شدیهدفمند پرداخته م یرهایت

با  یکیمکان ریت یهاو استخراج فرکانس یبه بررس [5]
ش از رو لیتحل نیدر اها آن تعداد ترک دلخواه پرداختند.

 سپس دردند. کرعادلات حاکم استفاده حل م یبرا یعدد
 یبررس به [6] یوسشدر انگی داس،یاسوام 1440سال 

 یرفتار ارتعاش یرو ترک و محل آن زیمدل اثرات سا
 یمطالعه با استفاده از تئور نیدر اها آن پرداختند. رهایت

اصل  و موشنکویت ،یبرنول یهایشکست، تئور کیمکان
و با استفاده از  نددست آوردهمعادلات حاکم را ب یانرژ

به حل معادلات حاکم پرداختند.  نیگالرک یعددروش 
محدود  یو اجزا یلیتحل یبه بررس [7] یسینیب سیبار

 یبا تعداد ترک دلخواه و تحت اثر بار محور یرهایت

و  نیلد. کر سهیروش را باهم مقا1 نیا جیپرداخت و نتا
سر کی ریت یبرا یلیروش حل تحل کی [8]چانگ 

اثر  شد و تحتیمدل م یچشیفنر پ باکه  دارترک رداریگ
 سیقرار داشت را به روش ماتر یابار متحرک نقطهکی

 .نددکر یمودال بررس یهایبسط سر کیانتقال و تکن
 مدرج یرهایارتعاشات ت یبه بررس [9] هونگ سو نگیم

 نیپرداخت. در ا کیبستر الاست یرو دارترک یتابع

ظرگرفتن و درن یبرنول ریت یبا استفاده از تئور یمطالعه و
 یضمن استخراج معادلات حاکم به بررس یبار محور

به روش  کیترک رو بستر الاست کی یدارا ریارتعاشات ت

 یمرز طیشرا یبرا یلیفرانسیمربعات د یحل عدد
 یبه بررس [10] ایچن و ژ انگ،ی مختلف پرداخت.

نمایی همگن ریغ یهاریت یارتعاشات آزاد و اجبار

و بار متحرک  یمحور یروین تأثیرتحت دارترک
صورت فنر هترک را بها آن یبررس نیدر ا پرداختند.

 یرنولب لریاو یو با استفاده از تئور ندکردمدل  یچشیپ
 یهاآوردن فرکانسدستهب یبرا یلیحل تحلراه کی

 ند.کردله ارائه ئمس نیا یعیطب
ارتعاشات آزاد  یبه بررس [11]چن  و انگی نیهمچن 

ا ب یعرض ۀلب دارترک یمدرج تابع یرهایو کمانش ت
ر و مدل ترک فن یبرنول لریاو ریت یاستفاده از تئور

مختلف با استفاده از روش  یمرز طیشرا یبرا یچشیپ

به  [12]راگب و نسار  ،یماتبول .پرداختند یعدد-یلیتحل
نمایی  یمدرج تابع یرهایارتعاشات آزاد ت یررسب

 رداختند.پاسترناک پ-نکلریو کیبستر الاست یرو دارترک
و  یبرنول ریت یمطالعه با استفاده از تئور نیدر اها آن

معادلات حاکم را  ،یخطفنر طولی بفرم مدل ترک 
حل معادلات از روش مربعات  یه و براکرداستخراج 

 یپرنچایتیو ک انگیک، سپس  .ندکرداستفاده  یلیفرانسید
 یهاریت کیارتعاشات و کمانش الاست یبه بررس [13]

ف مختل یمرز طیشرا یبرا یعرض دارترک یمدرج تابع

بدون  یچشیصورت فنر پهترک را ب زینها آن .پرداختند
و  نکوموشیت ریت یو با استفاده از تئور ندکردوزن مدل 

 ریت یبحرانو بار  یارتعاش یهافرکانس یلیبه روش تحل

به  [14] یو طوس یطاحان ،یفرزک .دست آوردندهرا ب
با  یعرض دارترک یمدرج تابع یارتعاش یرهایت یبررس

 یررسب نیپرداختند. در ا موشنکویت یاستفاده از تئور
 یرفتار ارتعاش موج یهاسیبا استفاده از روش ماترها آن
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ا رمختلف  یمرز طیدر شرا دارترکمدرج  یتابع یرهایت
ارتعاشات  یبه بررس [15] نیدیآ لیکم ند.کردبررسی 

تعداد دلخواه ترک  یهدفمند مدرج دارا یرهایآزاد ت
 نیپرداخت. او در ابرای شرایط مرزی مختلف  یسطح

ا مدل فنر و ب یبرنول لریاو ریت یمطالعه با استفاده از تئور

 ردکترک معادلات حاکم را استخراج  یچشیپبدون جرم 
ع یمعادلات را حل کرد. توز یکینامید یلیو به روش تحل

 .کردیم رییتغ ییصورت نمابهمدرج  ریت نیماده در ا

 کی یبه بررس [16] انیدیو فق یفراح ا،ینشرافت 
 یرهایارتعاشات آزاد و کمانش ت یبرا یلیحل تحلراه

 یتئور0با استفاده از  یعرض دارترکنمایی  یمدرج تابع

و  یلیرا ،یبرنول لریاو یهایپرداختند. تئور یمهندس
مطالعه،  نیشد. در اکار گرفته هب قیتحق نیموشنکو در ایت

و  دشمدل  یو طول یچشیفنر پ1زمان با ترک هم
اد با آز-رداریسر گکی یمرز طیشرا یبرا ریارتعاشات ت

ماده، عمق ترک، محل ترک،  اتیدرنظرگرفتن خصوص
ترانگ داک و  ن،یون ل .بررسی شد ریت یلاغر بیضر

 ریت یارتعاش یهافرکانس یبه بررس [17] میخ نیت
ها آن پرداختند. یعرض یهاترک یهدفمند مدرج دارا

 یرهایت یبرا یارتعاش دیجد ۀمعادل کیمطالعه  نیدر ا
 ریت یو بر اساس تئور یهدفمند مدل کسر حجم

رک ت و روش حل ماتریس سفتی دینامیک موشنکویت
 یچشیصورت فنر پبه زیمطالعه ن نیدر اند. کردارائه 

 وشعبانی و کندیگلبدون جرم در نظر گرفته شده است. 
ه کمدرج تابعی سر گیردار یکارتعاشات آزاد تیر  [18]

ا رکرد با مدل نمایی و توانی در جهت عرض تغییر می

ترک عرضی در نظر گرفته 1کردند. در این تیر بررسی 
شده و با استفاده از تئوری مکانیک شکست الاستیک 

های طبیعی فرکانسای محدود خطی و روش حل اجز

 دست آمده است.هب

یک مدل پیوسته برای  [19]رضایی و همکاران 
ارائه  دارترکاشات عرضی تیر اویلر برنولی عارت ۀمطالع

این مدل با کمک اصول مکانیک شکست تابع . دندکرد
 و اغتشاش ترک در میدان تنش و کرنش ارائه شده است

 . اندرکین حل شدهمعادلات با استفاده از روش گال
یک حل تقریبی بر مبنای  [20]علی جانی و ابدی  

رنولی ب-تحلیل رفتار مودال تیر اویلرروش رایلی برای 
 ند. کردروی بستر الاستیک ارائه  دارترک

های مهندسی مانند و سازه یکیمکان یرهایاغلب ت 

های دریایی، خطوط لوله نفت های ساختمانی، سازهسازه
از  یاریبسمین دلیل هبهاستوار هستند.  نیزم یروو گاز 

 یروا هاین سازهرفتار  لیو تحل هیتجز دنبالهبمحققان 

از  یاریدر بس .[21] دهستنمختلف  کیالاست یبسترها
 کیبستر الاستسازی، منظور سادههبمسائل ساختار خاک 

ان حال، نش نیمدل شده است. با ا کنلریو ۀیپا بامعمولا 

 یداده شده است که رفتار مواد بستر در علم مهندس
ه شامل کمدل بستر الاستیک وینکلر  باصرفا   دتوانیمن

 همینبه شود.بیان مستقل است،  یخط یکشش یفنرها
و  یکیزیف ۀیمدل پا کی افتنیمنظور بهپاسترناک دلیل 
 نهادشیپ یپارامتر را با تعاملات برش1 با ی، بسترتردقیق

است  نکلریبر و یپارامتر بستر مشابه مدل مبتن نیکرد. اول

در مدل بستر است.  یبرش ۀیلا یو پارامتر دوم، سخت
ارتعاش  لیتحل یق برایروش دق کی [22] زنبرگریا
و  کی ریمتغ کیالاست یهاهیپا یرو کیزوتروپیا یرهایت

 یبه بررس [23] انیچن، لو و ب. کردارائه  رهیدو متغ
 پاسترناک کیبستر الاست یرو رهایارتعاشات آزاد ت

با استفاده از روابط  لیتحل نیدر اها آن .پرداختند

 ه و از روشکردمعادلات حاکم را استخراج  تهیسیالاست
لف مخت یمرز طیشرا یرا براها آن یلیفرانسیمربعات د

 هایریرتعاشات آزاد تمعادلات ا [24] اکباس ند.کردحل 

ه کمک را ب وینکلربستر  یرو دارترکتابعی مدرج 
 با وبرنولی در اصل همیلتن استخراج  اویلرتئوری 

در این مطالعه  .کرداستفاده از روش اجزای محدود حل 

صورت فنر پیچشی بدون جرم در نظر گرفته شده ترک به
 یبرش یبا استفاده از تئور [25]و همکاران  یباغلان بود.

 یکینامید یشده به بررساصلاح ۀیفور یمرتبه بالا و سر

 کیبستر الاست یرو یمدرج تابع یااستوانه یهاپوسته
 پاسترناک پرداختند.
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 نیانجماد ب یدر دما زیادتفاوت دلیل هکه بتخلخل  
 یساخت مواد مدرج تابع فرایند دردهنده اجزای تشکیل

 درون یکروسکوپیم یهاحفره جادیممکن است باعث ا

ت فرص جادیها باعث ادر سازه، پخت شود فرایندمواد در 
 یهاسازه یکیخواص مکان نهیدر زم شرفتیدر پ یخوب

 یبرا یاصل یهاادیاز کاند یکی. خواهد شد یمهندس

 مواد مدرج ،یکینامید ای یاضربه یتحت بارها یهاسازه
 جاذب یاالعادهفوق طوربهمتخلخل هستند که  تابعی
 یهاسازه یارتعاش آنالیز یمطالعات روند. هست یانرژ

 ندکیا تعدادبهتاکنون  رهایت یبرا ژهیو طوربهمتخلخل 
ارتعاشات آزاد  زیآنال [26] ییحیاست.  رفتهیانجام پذ

 یرا رومدرج تابعی متخلخل  یارهیصفحات دا یخطریغ
 یکه کسر حجممشخص شد . کردارائه  کیبستر الاست

خص کاملا  مش تأثیر کیتخلخل و نوع گسترش تخلخل 
 یهاصفحه یابعاد یخطریپاسخ ارتعاشات آزاد غ یرو

 زیآنال [27] یمیو ابراه یمختار دامنه بالا دارد. با مدور
 مدرجمتخلخل تیموشنکو  یرهایت یارتعاشات عرض

انتقال  از روشها آن دند.کرمطالعه چرخان را تابعی 

د. نکردجهت حل معادلات حرکت استفاده  دیفرانسیلی
در ارتعاشات  یتخلخل نقش مهم یکسر حجم نجایدر ا

 به [28] مهمت آوکار .دکریفا میا متخلخل یرهایت
مدرج تابعی توانی و  یرهایارتعاشات آزاد ت بررسی

که خصوصیات مواد تیر در جهت متخلخل سیگموئید 
در  .پرداخت ،کندصورت پیوسته تغییر میضخامت به

 یرهایت یو تئور همیلتناصل  کمکهب قیتحق نیا
 هج و بامعادلات حاکم استخر موشنکویتکلاسیک و 

و نتایج  دشجداسازی متغیرها معادلات حاکم حل روش 

ماهاری رامتکه و  .ده استشبا مقالات موجود مقایسه 
 ارتعاشی رفتار روی را تخلخلتوزیع  اثر [29]پاندا 

چندجهته مختلف با استفاده تک و مدرج تابعی  تیرهای

   .ندبررسی کرداز اصل همیلتون و روش اجزای محدود 
ارتعاش آزاد  یرو یمطالعات کمتر یطور کلهب 

 یگدیپچ دلیلبهمرتبه بالا وجود دارد.  هدفمند یرهایت
 یبرش سوممرتبه یخاص حل مسائل بر اساس تئور

حل معادلات حاکم  یبرا یقو یعدد هایروش ،رهایت
روش مربعات  .است ازیمورد نها آن یمرز طیو شرا

ها آن است که در یعدد یهااز جمله روش یلیفرانسید

اکم، ح یلیفرانسیمعادلات د یوزن بیبا استفاده از ضرا
شوند. یم لیمرتبه اول تبد یاز معادلات جبر یابه دسته

 کیصورت که در هر نقطه، مشتق به بیترت نیبد

تابع در آن نقطه  ریو مقاد یوزن بیاز ضرا یمجموع خط
روش،  نیبا اعمال ا شود.یم انینقاط دامنه ب گریو د

به  لیله تبدئحاکم بر مس یئمعادلات با مشتقات جز

له ئشوند که بر اساس نوع مسیم یمعادلات جبر
 نیباشد. ا یرخطیغ ای یتواند دستگاه معادلات خطیم

حل انواع معادلات را داراست، ازجمله  تیروش قابل
و  یخطریغ ر،یتغم بیتوان به معادلات با ضرایم

در دهه هفتاد  DQروش .اشاره کرد ژهیو ریمعادلات مقاد
 یبهتر برا ینیگزیجا عنوانبهتوسط بلمان  یلادیم

 یاختلاف محدود، المان محدود و المان مرز یهاکیتکن
و  کیزیدر ف یو مقدار مرز هیمقدار اول لئدر حل مسا

های تکنیک بهروش نسبت  نیا تیارائه شد. مز یمهندس

ود. کمتر ب یهاسرعت محاسبات و استفاده از گره ،دیگر
فرم  عنوانبه GDQرفع نواقص آن، روش  یبرا. [32]

 یلادیدهه نود م یدر ابتدا DQشده روش اصلاح
-ریحل معادلات ناو یبرا چاردزیشاو و ر وسیلۀبه

 یهاقیدر تحق GDQروش  .ارائه شد یاستوکس دوبعد
یرها، تتنش  لیو تحل یحل مسائل ارتعاش یبرا یاریبس

ته به کار رف یااستوانه یهاو پوسته یلیمستط یهاورق
 .[32] است

دهد که تاکنون یممروری بر ادبیات تحقیق نشان  

 دارترک یمدرج تابعارتعاشات آزاد تیرهای  ۀدر زمین

ده شاغلب از تئوری اویلر برنولی و تیموشنکو استفاده 

تیرهای  زمان ترک و تخلخل درهمچنین اثر هم است.

یز آنالدر این مقاله  تاکنون دیده نشده است. مدرج نمایی

 ایینممدرج تابعی  دارترکمتخلخل تیرهای  فرکانسی

 سوممرتبه یبرش روی بستر الاستیک با استفاده از تئوری



 59 زاده پارسیمحمدجواد کاظم -پرهام زاهدی نژاد -یوسف بازرگان لاری -محمدامین فرقانی
 

 1044، دو، شمارۀ دومسال سی و     علوم کاربردی و محاسباتی در مکانیکنشریۀ 

ه ک دشویم سیربرتیرهای ضخیم کاربرد در  برای یرد

 ده است. شکنون با این روش انجام نات

 زفا1از  ترکیبیصورت بهها تیر ینا تابعی رجمد دهما 

در  ییقانون نما صورتبه که ستا هشد گرفته نظردر

 عیمدل توز نیهمچن .شودیحاصل متیر هت عرض ج

 ییمابا مدل ن بیترک و نامتقارن تخلخل در کنواختیریغ

 .دیافزایکار م تیشود که به جذابیدر نظر گرفته م

اصل از  دهستفاا با ،هاآن زیمر یطاشرو  حاکم تلادمعا

روش  کمکبهآید. این معادلات یمدست ههمیلتن ب

 لحو  زیساگسسته یافتهمیتعم یلسیفرانیمربعات د

آزاد  شتعاار فرکانسی یردمقا ،ترتیب ینا به .شودیم

 آیند. همچنینمی ستدبه دارترکتابعی  رجمد یرهایت

و  تخلخلضریب ، موقعیت ترک، پارامترهای هندسی ثرا

 بررسی رهاینوع ت نیآزاد ا شتعاار بر لاستیکا بستر

 .دشویم
 

 بندی و معادلات حاکمتئوری، فرمول

که  ییهامدل.  نماییخصوصیات مواد مدرج تابعی 

مدرج وجود دارد،  یخواص در مواد تابع عیتوز یبرا

دلخواه از  ۀدر هر نقط تیهر خاص یبرا یاضیر یارابطه

رابطه بر حسب مختصات نقطه و  نی. اکنندیم انیماده ب

 یتابع ۀماد ۀدهندلیجزء تشک1خواص ابتدا و انتها )

 یراکه ب یمختلف یهامدل نی. از بشودیم فیمدرج( تعر

مدل مدرج وجود دارد،  یخواص در مواد تابع عیتوز

انتخاب  ،شودیکه در اکثر مطالعات استفاده م یینما

تخلخل در  تأثیر یمنظور بررسهب نیهمچن .دشویم

 تکنواخیریغ عی، مدل توزدارترک یمدرج تابع یرهایت

انتخاب  ییبا مدل نما بیو نامتقارن تخلخل در ترک

 E(z) و p(z)ل یانگ والی و مدبدین ترتیب چگد. شومی

ۀ ابطر صورتبه ،کندکه در جهت ضخامت تیر تغییر می

 .[35 ,33 ,11 ,2 ,1] شودنمایش داده می (1)

(1) 
z

0

z
0

(z) e

E(z) E e





  



 

 

مدرج مدرج   ۀۀتغیییرات مادتغیییرات مادگردایان گردایان شاخص شاخص    ββکه در آن که در آن  

 ::شودشودذیل تعریف میذیل تعریف می  صورتصورتبهبهتابعی است و تابعی است و 
 

(1) 1

2

E1
Ln

h E
  

 

 1E 2 وEبالایی و پایینی  ۀمدول الاستیک در لای

 ۀمدول یانگ و چگالی تیر در لای0 و 0Eتیر هستند. 

نمایی مدرج  یتابع ریت (1) در شکل .ندهستوسط تیر 

طول و  انگرینما hو  L است.ه دشه نشان داد دارترک

در  aبه عمق لبه یک ترک باز و  هستند ریضخامت ت

. [33] از سمت چپ تیر واقع شده است1L محل

 منظوربهنشان داده شده،  (1) طور که در شکلانهم

تیر از فنر پیچشی بدون جرم با در لبه ی ترک سازمدل

قسمت 1که  است دهشاستفاده  TKپیچشی  سفتی

ل هم متصبهناپیوستگی را در محل اثر ترک جداشده در 

 کند. می

ه ذیل در نظر گرفت صورتبهسفتی پیچشی فنر  
  :شودمی

 

(9) 
T

1
K

G
 

 

ی پیچشی در محل ناپیوستگی پذیرانعطاف Gکه در آن 
ر شدت و فاکتوتئوری مکانیک شکست  بهتوجهبا بوده و

 :شودذیل بیان می صورتبهتنش 
 

(0) 
2 2

2

0

72 (1 ) F ( )
G d

E h


   

  

 

ضریب پواسون بوده و ثابت در نظر گرفته  که در آن 

aشود و می

h
   تاسنسبت عمق ترک به ارتفاع تیر .
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)Fتابع  همچنین ) های مختلف مدول یانگبرای نسبت

 2

1

E

E
 .33]-[35 دشوذیل استخراج می صورتبه

 

 

2
2 1

3 4 5

6 7

E E 0.2 : F( ) 1.910 2.752 4.742

146.776 770.750 1947.830

2409.170 1177.980

      

     

   

 

 

(5) 
 

2
2 1

3 4 5

6 7

E E 1 : F( ) 1.150 1.662 21.667

192.451 909.375 2124.310

2395.830 1031.750

      

     

   

 

 

(9) 

 

2
2 1

3 4 5

6 7

E E 5 : F( ) 0.650 0.859 12.511

72.627 267.910 535.236

545.139 211.706

      

     

   

 

(7) 

 

 

 و باز لبه مدل ترک عرضی  1شکل

 در تیر مدرج تابعی نماییتوزیع تخلخل  

 

وجود از سمت چپ تیر ix اگر ترک در فاصله 
جایی عرضی، هحوری، جابجایی مهجاب ،داشته باشد

روی عمود بر سطح مقطع، مومان خمشی، نیروی برشی ین

 است،که محل ناپیوستگی  i+1و iو شیب تیر در المان 
 :[35]باید شرایط زیر را ارضا کند 
 

(1)  
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i i i i

i i i i

i i i i

i i i i

i i i i

i i i i i i i

U x U x

W x W x

N x N x

M x M x

Q x Q x

W x W x C M x

 

 

 TK همان سفتی پیچشی فنر یا iC که در این رابطه 
 های متفاوتی در سطحبرای نمایش تخلخل توزیع. است

ای هساس مدلگرفت که بر انظر  توان درمقطع تیر می
 ،شوندمیانتخاب و نوع مدل تیر مدرج تابعی ریاضی 

در اینجا  .[36] مانند مدل توزیع یکنواخت زوج و فرد
مدل نمایی در نظر گرفته شده برای توزیع  بهتوجهبا

الاستیسیته و چگالی در تیر مدرج تابعی، مدل  مدول
 (1) لشکمطابق تخلخل و نامتقارن توزیع غیریکنواخت 

ه نظر گرفت ترکیب با مدل نمایی در در برای این تیر
این  ده است.ششود که کمتر در مقالات استفاده می

 .[37] است توزیع تخلخل به فرم زیر
 

(3) 
1 m

1 0

z
(z) 1 e cos( )
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 که در آن 

(14) 
2

0
1

m 0

E
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E
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 در روابط  (14و  3)بنابراین با جاگذاری روابط  
تیر نمایی در نظر گرفته شده با ریاضی  ۀ(، معادل1و  1)

خلخل تپایینی سرامیک و توزیع  ۀبالایی فلز و لای ۀلای

یل ذ صورتبهدر ترکیب با مدل نمایی تیر متقارن غیر
 :دشواستخراج می
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(1) 

 
m

c
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m

0
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1 e cos(Ez 2 h(z) exp ( ln( )

h E )
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(11) 

 

فلز فلز    ۀۀبه ترتیب مدول الاستیسیته لایبه ترتیب مدول الاستیسیته لای    cEووmEکه در آن که در آن 

سرامیک   سرامیک و  ست و  ستا   ۀۀچگالی لایچگالی لای  ترتیبترتیبههنیز بنیز ب   cوو  mوو  ا
شده شده  نرمالنرمال  صورتصورت بهبه  me  ضریبضریب فلز و سرامیک است و فلز و سرامیک است و   

 ::عبارت است ازعبارت است از
 

(11) 
0

m

z
1 1 e cos( )

2 h 4
e

z
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رفتار  یسازمدل یبرا.  معادلات حرکتی حاکم

وجود  یمتفاوت هاییتئور رهایت یکیو استات یکینامید
 ا،یامز ات،یبر فرض یها مبتنیتئور نیدارد. هرکدام از ا

هستند. ازجمله  ییها و کاربردهاتیمحدود
 یتوان به تئوریموجود م یهایتئور نیترشدهشناخته

 شناخته زین یبرنول لریاو ریت یکه با نام تئور کیکلاس ریت
ا نام اول که بمرتبه یشکل برش رییتغ یشود، تئوریم

 هاییرشود و تئویشناخته م زین موشنکویت ریت یتئور
نام هکه ب مسومرتبه یبرش یمانند تئور یبرش یبالامرتبه
برای  که شود، اشاره کردیشناخته م زین یرد ریت یتئور

 .[21] رودکار میه تیرهای ضخیم ب

 

 یسازمدل یبرا   .ردی سوممرتبهتئوری برشی 
ر از تقیدق یهایاز تئور دیبا میضخ یرهایتارتعاشی 

حجم  هک کرداستفاده و تیموشنکو  یبرنول لریاو یتئور
فاکتور  و است شتریب زیآن نو پیچیدگی روابط محاسبات 

 نیترازجمله مهم د.شوحذف می تصحیح برش

 یرشب تئوری به توانبرشی مراتب بالاتر می هاییئورت

بر خلاف  یتئور نیاشاره کرد. در ا یرد سوممرتبه
 ریت مقطعاول، سطح مرتبه یو برش کیکلاس هایتئوری

. شودیسطح صاف در نظر گرفته نم صورتبه گرید
با فرضیاتی همراه است. در این تئوری جایی همیدان جاب

لفه خمشی و ؤم1طولی و عرضی به های ییجاهجاب( 1

جایی هلفه خمشی از جابؤ( م1. دنشویمبرشی تقسیم 
لفه برشی از ؤ( م9. استلفه تئوری برنولی ؤطولی شبیه م

رنش سه کمرتبهتغییرات  ای بهگونهبهجایی طولی هجاب

ی در که تنش برش دیابیمبرشی در ضخامت تیر افزایش 
 . بر اساس اینشودیمسطوح بالا و پایین تیر صفر 

 ودشیمزیر بیان صورت بهیی جاجابهفرضیات میدان 

[21] : 
 

(19) 
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یب معرف  بهبه     swووU ، ،bwکه در آن که در آن   یب معرف ترت به   ترت بهجا یی یی جاجا جا
یانی یانی مم  ۀۀطولی، خمشی و برشی تیر در یک نقطه از صفحطولی، خمشی و برشی تیر در یک نقطه از صفح

شکل    ستند. تابع  شکلتیر ه ستند. تابع  شخص   f(z)تیر ه شخصم شکل توزیع  م شکل توزیع کننده  کننده 
ضخامت تیر کرنش برشییی عرضییی و تنش برشییی در ضییخامت تیر  شی در  ضی و تنش بر شی عر کرنش بر
سطوح بالا و        صفر را در  شرایط مرزی تنش  ست که  سطوح بالا و ا صفر را در  شرایط مرزی تنش  ست که  ا

برشی برشی   ومومسسمرتبهمرتبهکند. بر اساس تئوری کند. بر اساس تئوری ن تیر ارضا مین تیر ارضا میپاییپایی
شکل تیر ردی، تابع شییکل    شودشییودییممزیر بیان زیر بیان   صورتصییورتبهبه  f(z)تیر ردی، تابع 

[1]:: 

(10) 
3

2

4z
f (z)

3h
 

معادلات حاکم ارتعاشات تیر برمبنای تئوری استخراج 
در استخراج معادلات .  ردی سوممرتبهتغییر شکل 

 رییتغ الف( :لحاظ شده است ریز اتیحاکم فرض
 یبا دما یحرارت یوجود بارگذار. ب(کوچک یهاشکل

 در نظر گرفته شده در ییجاجابه دانیبر اساس م  .ثابت
 رتی در راها تنشو در نتیجه  هاکرنشتوان یمی تئور نیا

 .کرد استخراج ریز صورتبه
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همچنین با استفاده از اصل همیلتن، معادلات حاکم همچنین با استفاده از اصل همیلتن، معادلات حاکم     
 ..استاستارتعاشات آزاد تیر دوجهته قابل استخراج ارتعاشات آزاد تیر دوجهته قابل استخراج 

(19) 
t2

ef

t1

( K U V )dt 0    

مان اسیییت و     tکه در آن که در آن   ست وپارامتر ز مان ا یب   ههبب   2tوو  1tپارامتر ز یب ترت ترت
ستند. همچنین های اولیه و نهایی هسیییتند. همچنین     زمانزمان  تغییرات تغییرات   δKهای اولیه و نهایی ه

شی، انرژی جنبشیییی،  شی وتغییرات انرژی کرنشیییی و  δUانرژی جنب efV تغییرات انرژی کرن

ستیک      ستر الا سیل ب ستیک تغییرات انرژی پتان ستر الا سیل ب ست تغییرات انرژی پتان ستا    بهبهتوجهتوجهبابا  ..ا
یدان میییدان  بهجییابییهم شده و تنش و کرنش شییییده و تنش و کرنش یی معرفییی معرفیجاجییاجا

ستخراج  ستخراجا شی   (،(،1515))شده در فرمولشده در فرمول ا شی انرژی کرن صورت صورت  بهبهانرژی کرن
 ::ددشوشوییممزیر استخراج زیر استخراج 
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(17) 

شی انرژی جنبشییی      کهکهد د شوشییوییممزیر معرفی زیر معرفی   صورتصییورتبهبهانرژی جنب
( ( 1919))  ۀۀشده در معادلشییده در معادلیی معرفییی معرفیجاجاجابهجابهمیدان میدان   بهبهتوجهتوجهبابا
شی را بشیییی را ننانرژی جانرژی جتوان توان ییمم ط   صورتصیییورتبهبه ب طراب ( ( 1111))  ۀۀراب

 ..کردکرداستخراج استخراج 
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یر معرفی ز صورتبهانرژی پتانسیل بستر الاستیک  
های الاستیک ثابتترتیب بهgk وwkکه درآن شودمی

بستر خصوصیات  بهکه  دنهستبرشی بستر  ۀوینکلر و لای
و خاک، مانند طول خاک، مدول الاستیک و ضریب 

 پواسون خاک وابسته هستند.

شده انرژی یی معرفیجاجابهمیدان  بهتوجهبا 

 .شودمی( استخراج 13)فرم  بهپتانسیل بستر 
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(13)  

 ( و19) ۀ( در معادل17 – 13با جاگذاری معادلات ) 
با در نظر گرفتن متغیرهای زمان جز بهگیری جزانتگرال

یر زفرم  بهتیر مدرج تابعی  ۀو مکان، معادلات متشکل

 :شودمیاستخراج 
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 : :  شودشودمیمیهمچنین شرایط مرزی به قرار ذیل استخراج همچنین شرایط مرزی به قرار ذیل استخراج 
 

(19) 
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برای آنالیز ارتعاشات آزاد تیر، روش حل زیر برای  
 :شودیمیی در نظر گرفته جاجابههای لفهؤم

(11) 
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1iکه در آن     وw  استفرکانس طبیعی تیر. 
 

در   .مربعات دیفرانسیلی فرم بهسازی معادلات گسسته
 با ،این مرحله معادلات حرکت و شرایط مرزی مربوط

. دنشویمبه فرم معادلات جبری تبدیل  DQروش 
( و 11 - 14و معادلات ) سازیگسسته قوانین بهتوجهبا
  DQ فرم بهو شرایط مرزی (، معادلات متشکله 11 - 19)

تعداد نقاط  Nکه در آن  ندشویماج راستخ( 91) ۀنمون
های ترتیب ثابتبه iDوiA،iB،iCسازی وگسسته

یک، دو، سه و چهار روش مربعات وزن درجه
اب یای درونتوابع چندجمله که از ندهستدیفرانسیلی 

در این مقاله جهت  .[38 ,32] آینددست میهلاگرانژ ب
 -ی از روش توزیع غیریکنواخت چبیشفسازگسسته

( استفاده شده که مزیت آن 13لوباتو به فرم ) -گوس
جمع تهای توزیع نقاط این است که نسبت به سایر روش

د دامنه خواه یانیم یاز نواح شتریب یمرز ینقاط در نواح
دیگر های ثابت .[38 ,32] بردیرا بالا م جیبود که دقت نتا

 .است( 94) فرمه بشده تعریف
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شرایط مرزی  DQ( فرم 11)رابطه  بهتوجهباهمچنین 
( 99 -91)فرم  به( 17 - 19شده در معادلات )استخراج

 قابل بیان است.

 
1 1 1

0

0

  



    
N N N

i ij j ij bi si ijj

j

s

j

j

j

u or

A A B Bu B w wB
 

(91) 

 
1 1 1

0

0

  



 




  

s

N N N

si ij j si ij sj i ij bj

j j j

s

w
or

x

B A Bu wH DB w

 

(99) 

 
1 1 1

0

0

  



  




  

b

N N N

i ij j si ij sj i ij bj

j j j

w
or

x

B A u D B w D B w

 

(90) 



 101 زاده پارسیمحمدجواد کاظم -پرهام زاهدی نژاد -یوسف بازرگان لاری -محمدامین فرقانی
 

 1044، دو، شمارۀ دومسال سی و     علوم کاربردی و محاسباتی در مکانیکنشریۀ 

 

1 1 1

1 1 1

2 2

1 22 2
1 1

2

2 2
1

0

  

  

 





 











  

  

 



i

s

N N N

si ij sj g ij bj si ij bj

j j j

N N N

j j

si j j si ij s

i

j

N N
j bj

i ij i ij

j j
N

sj

i j

j

j g ij sjB B u H C w

w or

A A w K A w D C w

d u d w
J A J B

dt dt

d w
K B

K A

dt

w 

(95) 

 

1 1

1 1

1

2 2

1 22 2
1 1

2

2 2
1

0

 

=

 

 



 











 



 

 



 



b

N N

g ij bj i ij bj

j j

N N

j j

N

i ij j si ij sj

g

j

i

ij sj

j

N N
j bj

i ij i j

j

N
sj

i ij

j

w or

K A w D C w

d u d

B B

w
A B

dt dt

d w
J B

t

u D C w

K A w

d

 

(99) 

سیستم معادلات، درجات  ۀبرای تشکیل مقادیر ویژ 
قسمت درجات آزادی دامنه و مرز )باندری( 1 بهآزادی 

 .شودیم( تقسیم 97)فرم  به

(97)  
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( فرم گسسته معادلات 97) ۀاستفاده از معادل با 

توان یم( 91) ۀمعادلفرم  بهماتریسی را حالت بهحرکت 
 نوشت

 

(91)      2[ ] [ ] [ ] 0db dd id dS b S w M   

 

]که در آن  ] , [ ]dd dbS S های سفتی هستند و ماتریس
[M]  ترتیب فرم گسسته همین  به. استماتریس جرم

 .شودیم( بازنویسی 93)صورت بهشرایط مرزی 

 

(93)    [ ] [ ] 0bb bd dS b S  

 

] که در آن که در آن  ] , [ ]bb bdS Sستند. با     ماتریسماتریس سفتی ه ستند. با های  سفتی ه های 
( ماتریس درجات ( ماتریس درجات 9191))  ۀۀدر معادلدر معادل( ( 9393))  ۀۀکاربردن معادلکاربردن معادلههبب

  آزادیآزادی b     جه  شوشیییوحذف میحذف می جه د و نتی ( ( 0404))فرم فرم   بهبه د و نتی
 ..شودشودمیمیاستخراج استخراج 

(04)  2([ ] [ ]) 0i dS w M  

 

که در آن که در آن 
1[ ] [ ] [ ][ ] [ ]dd db bb bdS S S S S    

های طبیعی تیر ( فرکانس04) ۀکردن معادلبا حل 

 .دآییمدست همدرج تابعی ب
 

 نتایج

تیر  طبیعیهای فرکانساستخراج  منظوربهدر این بخش 
ار ابتدا رفت ،روی بستر الاستیکنمایی مدرج تابعی 

و سپس برای  شدبررسی همگرایی روش حل را 
ها و صحت نتایج، مقایسه با ن دقت جوابردکمشخص

 منظوربه. ابتدا دگیریممقالات دیگران را مدنظر قرار 

 فولادی تیراز  (9و1) داولسنجی نتایج در جصحت
  Kg/m3وGpa114= E مشخصات باایزوتروپیک 

7154=ρ سپس  است.استفاده شده  [39] مطابق مرجع

ارها از تیر مدرج تابعی نمایی که دارای کرددر استخراج 
 خصاتمشبه  ربالایی تی ۀفلز آلومینیم در لایمشخصات 

Gpa47= 1E ،4171=1 1/. =99 و   و سرامیک در

ده شاستفاده  [10] عمطابق مرج ،استپایینی تیر  ۀلای
 است.
این تحقیق فرکانس طبیعی های بررسیدر  

 .دشویم( تعریف 01) فرم بهو  (w) صورتبهشده بعدبی
 

(01) 
2

n m

m

w L
w

h E


 

 

 . .  استاستفلز فلز   ۀۀمدول الاستیسیته لایمدول الاستیسیته لای  mEچگالی و چگالی و mکه که 
ستیک بی همچنین ثابتهمچنین ثابت  ستیک بیهای الا س های الا سبعد مربوط به ب تر تر  بعد مربوط به ب
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 . . ددننشوشوییمم( مشخص ( مشخص 0101به فرم )به فرم )

 (01) 
4 2

w 0
w g 2

0 0

k L k L
K , K

E I E I
 


 

 

 ::شودشود( تعریف می( تعریف می0909))  صورتصورتبهبه  Iکه پارامتر که پارامتر 

(09) 3bh
I

12
 

 

سی در تمام حالتدر تمام حالت  سیهای برر شده رفتار همگرایی بر شده رفتار همگرایی بر   های برر
ساس تعداد نقاطاسیییاس تعداد نقاط   ستای طول تیر در راسیییتای طول تیر    DQروش روش  ا در را

شدهبررسیییی شیییده سی  عنوان نمونه رفتار عنوان نمونه رفتار ههبب  ((11))  اند. در جدولاند. در جدولبرر
کانس طبیعی تیرهمگرایی فرکییانس طبیعی تیر    ماییمییدرج تییابعی نمییایی  همگرایی فر تابعی ن   مدرج 

اند. اند. گیردار نشان داده شدهگیردار نشان داده شده    ییگاهگاهشرایط تکیهشرایط تکیه در در   داردارترکترک
همگرایی همگرایی   N==1515در این جدول نشان داده شده که برای در این جدول نشان داده شده که برای   

 دست آمده است.دست آمده است.ههها بها بجوابجواب
 

رای بدر وسط  دارترکتیر بعد همگرایی فرکانس اول بی  1 جدول

های طول به ضخامت گاهی گیردار و نسبتشرایط مرزی تکیه

 (Kw=Kg=0, E2/E1=5, a/h=0.25)مختلف 

 xهای دامنه تعداد گره

N 

فرکانس 

 بعدبی

طول به 

 ضخامت

17 15 19 11 wc L/h 

9497/3 9497/3 9491/3 9471/3 1 5 

1111/3 1111/3 1113/3 1131/3 1 14 

 

های مختلف طول به اثرات نسبت (1)در جدول  
ضخامت و پارامترهای بستر الاستیک در نظر گرفته 

اند. نتایج برای تیر ایزوتروپیک همگن بدون ترک شده
 [21]ده و با مرجع شروی بستر الاستیک استخراج 

ها مشاهده اند که تطابق بالا در جوابمقایسه شده
 . شودمی

سی اول بی    ((99))  درجدولدرجدول  سبت فرکان سی اول بین سبت فرکان یر یر بعد برای تبعد برای تن
شرایط مرزی مختلف در شیییرایط مرزی مختلف   داردارترکترکایزوتروپیک همگن ایزوتروپیک همگن   در 

اند که تطابق اند که تطابق مقایسه شدهمقایسه شده [15]ده و با مرجع ده و با مرجع استخراج شاستخراج ش
 . .  شودشودمیمیها مشاهده ها مشاهده بالا در جواببالا در جواب

ها در این جدول استخراج علت اختلاف جواب 
. منظور از استردی  سوممرتبهها از تئوری جواب

w1/w10 رکانس به ف دارترکبعد تیر نسبت فرکانس بی
 .استبعد تیر بدون ترک بی

دون ببعد تیر ایزوتروپیک های اول بیفرکانس ۀمقایس  1 جدول

 های مختلفتحت اثر ثابت ساده SS با شرایط مرزیترک 

 بستر الاستیک 

Kg منبع  

1 4 Kw - l/h 

007/19 

007/19 

170/3 

170/3 
4 

 [21] مرجع

 کار حاضر

5 
140/19 

140/19 

715/3 

715/3 
14 

 [21] مرجع

 کار حاضر

394/99 

391/99 

597/91 

597/91 
1444 

 [21] مرجع

 کار حاضر

119/19 

119/19 

747/3 

747/3 
4 

 [21] مرجع

 کار حاضر

14 
174/10 

174/10 

145/14 

145/14 
14 

 [21] مرجع

 کار حاضر

939/90 

939/90 

391/91 

391/91 
1444 

 [21] مرجع

 کار حاضر

بررسی بیشتر، نسبت فرکانس  منظوربهدر ادامه  
متفاوت نسبت مدول یانگ 9دار برای ترکبعد اول تیر بی

 اند.آورده شده (9) ، در شکل14و طول به ضخامت 
 

  ( w1/w10)بعد نسبت فرکانسی اول بی ۀمقایس  9 جدول

های در موقعیت لبه تیر ایزوتروپیک همگن با یک ترک عرضی

 در شرایط مرزی مختلف a/h=0.2عمق  بهطولی مختلف 

 
x1/L=0.6 x1/L=0.

4 
x1/L=0.

2 
 شرایط مرزی منبع

3311/4 

3315/4 

339/4 

337/4 

3349/4 

330/4 

 [15] مرجع

 کار حاضر
Cantilever 

x1/L=0.4 x1/L=0.

3 
x1/L=0.

1 
  

330/4 

335/4 

339/4 

331/4 

337/4 

337/4 

 [15] مرجع

 کار حاضر
Clamped-

Clamped 

x1/L=0.7 x1/L=0.

4 
x1/L=0.

2 
  

331/4 

339/4 

3319/4 

331/4 

339/4 

337/4 

 [15] مرجع

 کار حاضر
Simply 

Support 
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نسب مدول یانگ و موقعیت  تأثیردر این شکل  
 داررکتنسبت فرکانس تیر  بر عرضی لبه ترکطولی 

دارد.  [11] ار مرجعکردشود که تطابق خوبی با دیده می
شده استفاده از تئوری برشی ختلاف مشاهدهادلیل 
ا که دقت بالاتری ر استردی در این تحقیق  سوممرتبه

 دهد.نشان می
شکل منظور از در این شییکل منظور از   سبت فرکانس نسییبت فرکانس    w1c/w10در این  ن

عد تیر  بیبی عد تیر ب کانس     داردارترکترکب کانس به فر عد بیبیبه فر عدب بدون   ب بدونتیر  ترک ترک   تیر 

 . .  ستستاا  داردارترکترکتیر تیر   بعدبعدبیبینمایانگر فرکانس نمایانگر فرکانس   w1cوو  استاست

 
ر با اول تی بعدبیفرکانس طبیعی نسبت تغییرات   9شکل 

14=l/h  شرایط مرزی دوسر برای  ترکطولی موقعیت تغییر و

 مختلفنسبت تغییرات مواد گیردار و 

 
 دارترکاول تیر  بعدبیتغییرات فرکانس طبیعی   0 شکل

 l/h=5شرایط مرزی ساده و نسبت لاغری ایزوتروپیک

  a/hبا تغییر عمق ترک 

 )الف(

 
 

 )ب(

 
ت بهای بستر الاستیک بر تغییرات نساثر ثابت  5 شکل

با شرایط  دارترکاول تیر مدرج تابعی  بعدبیفرکانس طبیعی 

طولی با تغییر موقعیت   a/h=1/4 و E2/E1 =5مرزی ساده  

 Kgبرشی  ۀلای تأثیرب(   Kwوینکلر  تأثیرترک  الف( 

 

عمق و موقعیت طولی ترک لبه بر  تأثیر (0) در شکل
آورده شده است.  دارترکپایه تیر  بعدبیفرکانس 

 ۀبا افزایش عمق ترک لب ،شودمی طور که مشاهدههمان
 . در واقع با افزایشدیابیمتیر کاهش  بعدبیفرکانس 

 د.بایعمر ترک میزان سفتی تیر کاهش می
اثرات ضریب بستر  (الف و ب -5)در شکل  

الاستیک و موقعیت طولی ترک لبه بر نسبت فرکانس 
تیر مدرج تابعی برای شرایط مرزی گیردار  بعدبیطبیعی 
 ،شودطور که مشاهده میداده شده است. هماننشان 

نسبت فرکانسی تیر مدرج تابعی با تغییر موقعیت ترک 
روند کاهشی دارد و مینیمم مقدار را در موقعیت میانی 
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تیر دارد. از سوی دیگر، با افزایش ضریب برشی و 
 دلیلبه، داررکتضریب وینکلر بستر، نسبت فرکانسی تیر 

در این راستا  یابد.افزایش میافزایش سفتی کل سازه 

ار پیداست اثر ضریب وینکلر بستر کردطور که از همان
نسبت به ضریب برشی در افزایش سفتی کل تیر کمتر 

ب برشی و الاستیک یو نهایتا  مجموع اثرات ضرا است

 داررکتبستر در افزایش سفتی و فرکانس طبیعی تیر 
 نقش بسزایی دارند.

 

 )الف(

 
 

 )ب(

 
 

 تغییرات فرکانس های بستر الاستیک براثر ثابت  9 شکل

با تغییر  E2/E1=5  دارترکمدرج تابعی  اول تیر بعدبیطبیعی 

 Kg تأثیرب( Kw تأثیرالف(  در وسط تیر a/hعمق ترک 

 

نسبت  راتییار تغکرد (الف و ب- 9) در شکل 
ط عمق ترک در وسبر حسب  فرکانسی تیر مدرج تابعی

ر وینکل ۀو ضریب لای یبرش ۀیلا بیضرتیر برای 
شود با طور که ملاحظه میاستخراج شده است. همان

افزایش عمق ترک نسبت فرکانسی تیر مدرج تابعی 
 کاهش سفتی سیستم، کاهش یافته است.  دلیلبه

تی افزایش سف دلیلبهبا افزایش ضرایب بستر،  
یابد. در تیر افزایش می بعدبیسیستم، نسبت فرکانس 

برشی  ۀشود اثر ضریب لایار هم ملاحظه میکرداین 
بستر در افزایش نسبت فرکانس سیستم از اثر ضریب 

 وینکلر بیشتر است. 
عمق ترک و تخلخل بر زمان هم تأثیر (7) در شکل 

راج مدرج تابعی استخ دارترکتیر  ۀپای بعدبیفرکانس 
 بعدیبده است. در اثر افزایش ضریب تخلخل فرکانس ش

 کاهش چشمگیری دارد که این کاهش زمانی دارترکتیر 
که ترک در سطح تیر مدرج تابعی است کاملا  نمایان 

 کمتری دارد. تأثیرولی با افزایش عمق ترک،  ،است

 
 دارترکیر اول ت بعدبیتخلخل بر فرکانس طبیعی  تأثیر  7شکل

با تغییر   l/h=5 شرایط مرزی ساده ومدرج تابعی مختلف 

 در وسط تیر a/hعمق ترک 

 

 گیرینتیجه

در این مقاله تحلیل فرکانسی تیرهای مدرج تابعی 
فاده ه و با استبررسی شدبا شرایط مرزی مختلف  دارترک

برشی ردی در اصل همیلتون،  سوممرتبهاز تئوری 
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 د و پس ازشاستخراج معادلات حرکتی تیر انجام 
مرزی، دستگاه معادلات  ی معادلات و شرایطسازگسسته

کارگیری روش عددی مربعات هجبری تولیدشده با ب
رک لبه ی تسازمدلیافته حل شد. برای دیفراسیلی تعمیم

از مدل فنر بدون جرم پیچشی با شرایط مرزی نشان داده 

د. اثر پارامترهای مختلف ازجمله نسبت ششده استفاده 
ش عمق زایمدول الاستیسیته، موقعیت طولی ترک لبه، اف

ترک لبه، ضرایب بستر الاستیک و تخلخل بر فرکانس 

با ایج سی شد. نتاول و نسبت فرکانسی تیر برر بعدبی
نتایج کارهای دیگران مقایسه شد و تطابق قابل قبولی 

 دست آمد.هب

ضخیم و ضخیم  در تیرهای نسبتا  دشملاحظه  
ز تفاده ااسپرهیز از  دلیلبهردی  سوممرتبهشی تئوری بر

 د.شوتری استخراج میفاکتور اصلاح برش، نتایج دقیق
با تغییر موقعیت طولی ترک نسبت فرکانسی تیر رو  

افتد. به کاهش بوده و مینیمم مقدار در وسط تیر اتفاق می
همچنین با افزایش نسبت مدول الاستیسته نسبت 

 .یابدافزایش می افزایش سفتی تیر دلیلبه فرکانسی
 دارترکر تی بعدبیفرکانس  ،ترک لبهبا افزایش عمق  

که با افزایش  در صورتیکاهش چشمگیری دارد. 
 یستم،افزایش سفتی س دلیلبه، الاستیک ضرایب بستر

که در این حالت اثر   یابدافزایش می نسبت فرکانسی تیر
تب از مراهبرشی در افزایش فرکانس تیر ب ۀضریب لای
ریب ضافزایش با همچنین  .استکلر بیشتر نضریب وی

دلیل کاهش به دارترکتیر  بعدبیتخلخل فرکانس طبیعی 
در  آن تأثیریابد که میچشمگیر سفتی تیر، کاهش 

  بیشتر است. عمقهای کمترک
ناسب ات و انتخاب متأثیربنابراین با استفاده از این  

توان اثرات کاهش فرکانس ضرایب بستر الاستیک می
زمان با هم و کردهای مختلف را جبران ترک لبه در عمق

انتخاب مناسب ضریب تخلخل، این اثرات را متعادل 
ینی، بدر تجهیزات پیش نتایج و خروجی این مقاله کرد.

 های مدرج تابعیترک در سازهکنترل  و کشف، پیدایش
تواند کاربرد ویژه داشته میها این سازه ۀو در طراحی بهین

 .باشد

 واژه نامه                                     

 FGM مواد مدرج تابعی

 DQM روش مربعات دیفرانسیلی

روش مربعات دیفرانسیلی 

 تعمیم یافته
GDQM 

نظریه تغییر فرم برشی 

 ردی )مرتبه سه(
RSDBT 

 EBT تئوری اویلر برنولی تیرها

 TBT نظریه تیموشنکو تیرها

نظریه تغییر فرم برشی 

 مراتب بالاتر
HBT 

تخلخل و حفره در 

 ساختار تیرها
Porosity 

 Elastic Foundation ثابت الاستیک بستر

 Winkler Foundation ثابت وینکلر

 سفتی پیچشی فنر
iC 

نسبت عمق ترک به عمق 

 تیر
a

h
  

   h ارتفاع یا عمق تیر

   L طول تیر

   A مساحت تیر

مدول الاستیسیته در لایه 

 بالایی تیر
1E 

مدول الاستیسیته در لایه 

 پایینی تیر
2E 

مدول الاستیسیته در لایه 

 میانی تیر
0E 

 ضریب تخلخل تیر
0e 

تخلخل نرمالایز ضریب 

 شده تیر
me 

 ρ   چگالی تیر
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1. Introduction 

Generally Functionally Graded Materials are made 

of ceramic and metal parts. Due to the fact that the 

structural material of ceramic has a low heat transfer 

coefficient and high resistance to temperature, it can 

resist high heat. On the other hand, another 

structural material, metal, provides the required 

flexibility. It is noteworthy that due to the 

continuous changes in mechanical properties, the 

discontinuity problems that exist in composite 

structures do not arise in functional materials. 
However, minor damages may occur to the 

structure of functional grade materials, which in 

more serious environmental conditions (vibration, 

corrosion, and high temperature) can lead to more 

general damages. The appearance of cracks in a 

structure reduces the stiffness, mass and damping 

and as a result changes in the vibrational properties 

of a structure. In many structural issues located on 

the soil foundation, for simplicity, the elastic 

foundation is usually modeled by Winkler's base. 
However, it has been shown that the behavior of 

substrate materials in engineering cannot be 

expressed solely by the Winkler elastic foundation 

model, which includes independent linear tensile 

springs. For this reason, in order to find a more 

physical and accurate basic model, Pasternak 

proposed a two-parameter foundation model with 

shear interactions. Porosity, which due to large 

differences in freezing temperature between 

components during the fabrication process of 

functional grade materials may cause microscopic 

cavities in the material during the sintering process, 

in some structures provides a good opportunity for 

progress in mechanical properties. One of the main 

candidates for structures under impact or dynamic 

loads is porous functional graded materials that are 
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extremely energy absorbing. In general, there are 

fewer studies on the free vibration of high-order 

porous FG beams. Due to the special complexity of 

problem solving based on the third order shear 

theory of beams, strong numerical methods are 

needed to solve the governing equations and their 

boundary conditions. The Differential Quadrature 

Method is one of the numerical methods in which 

the governing differential equations are converted 

into a group of first-order algebraic equations using 

weight coefficients. Thus, at each point, the 

derivative is expressed as a linear sum of weighting 

coefficients and function values at that point and 

other points in the domain. The basis of the type of 

problem can be a system of linear or nonlinear 

equations. In this study, frequency analysis of 

cracked exponentially porous beams on an elastic 

foundation using third-order shear theory is adopted 

for use in thick beams, which has not been done 

before with this method. Moreover, the non-

uniform and asymmetric distribution model of 

porosity in combination with the exponential model 

is considered, which adds to the attractiveness of the 

work. The governing equations and boundary 

conditions are derived from the Hamilton principle. 

These equations are discretized and solved by 

means of the Generalized Differential Quadrature 

Method. By applying this approach, the free 

frequency of cracked FG beams is obtained. Also, 

geometrical parameters, crack position, porosity 

coefficient and elastic foundation on free vibration 

of this type of beams are investigated. 

 

2. Theory, formulation and governing equations 
Models for distributing properties in functional 

graded materials express mathematical 

relationships for each property at any point in the 

material. This relationship is defined in terms of 

point coordinates and the properties of the 

beginning and end (the two components that make 

up the functional graded material). From the various 

models that exist for the distribution of properties in 

scaled functional materials, the exponential model 

that is used in most studies is selected. Moreover, in 

order to investigate the effect of porosity in cracked 

functional graded beams, a non-uniform and 

asymmetric porosity distribution model is selected 
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in combination with the exponential model. In order 

to model the edge crack in the beam, a massless 

torsional spring with torsional stiffness is used, 

which connects the two parts separated by the crack 

as shown in Figure 1 and 2 at the point of 

discontinuity. 
 

 
Figure 1. Changes in base materials in cracked exponential 

FG beams 
 

 
Figure 2. Open edge crack model and the porosity 

distribution in the exponential FG beam 
 

Third order Shear Deformation Theory 

For vibrational modeling of thick beams, more 

accurate theories than Euler-Bernoulli and 

Timoshenko's theory should be used, which have 

more computational volume and complexity, and 

the shear correction factor is eliminated. One of the 

most important higher order shear deformation 

theories is Reddy's third-order shear theory. In this 

theory, unlike classical and first-order shear 

theories, the cross-sectional area of the beam is no 

longer considered as a smooth surface. The 

displacement field in this theory is accompanied by 

hypotheses. The shear component of the 

longitudinal displacement increases in such a way 

that changes the order of the three shear strains in 

the thickness of the beam so that the shear stress at 

the upper and lower levels of the beam becomes 

zero. 

 
Discretization of equations in the form of differential 

quadrature method 

At this stage, the equations of motion and the 

corresponding boundary conditions are converted to 

algebraic equations by the DQ method. N are the 

number of discretization points and i i i iA ,B ,C ,D

are the weight constants of the first, second, third 

and fourth degrees of differential quadrature 

respectively, obtained from the Lagrangian 

interpolation polynomial functions. For 

discretization, the Gauss-Lobatto-Chebyshev non-

uniform distribution method is used, which has the 

advantage over other point distribution methods 

that the accumulation of points in the border areas 

will be more than the middle areas of the range, 

which increases the accuracy of the results. 
 

3. Numerical results 

In order to derive the natural frequencies of the 

exponentially functionally graded beam on the 

elastic foundation, first the convergence behavior of 

the solution method is examined and then the 

comparison with other articles is considered to 

determine the accuracy of the answers and the 

results. In Figure 3, the simultaneous effect of crack 

depth and porosity on the dimensionless first 

frequency of a functionally graduated cracked beam 

is extracted. Due to the increase in the porosity 

coefficient, the dimensional frequency of the 

cracked FG beam decreases significantly, which is 

quite visible when the crack is at the surface of the 

FG beam, but with increasing crack depth, it has 

less effect. 

 
Figure 3. Effect of porosity coefficients on the first 

dimensionless frequency of the cracked FG beam of different 

functions of simple boundary conditions and l/h=5 with 

changing the crack depth a/h in the middle of the beam 

 

4. Conclusion and Discussion 

In this study, it was observed that in relatively thick 

and thick beams of the third order shear theory, 

more accurate results are extracted due to the 

avoidance of using the shear correction factor. By 

changing the longitudinal position of the crack, the 

frequency ratio of the beam decreases and the 

minimum value occurs in the middle of the beam. 

Moreover, with increasing the modulus of elasticity 

ratio, the frequency ratio increases due to the 

increase in stiffness of the beam. When the depth of 

the crack increases, the dimensionless frequency of 

the cracked beam decreases significantly, while, 

increasing the elastic coefficients of the 

foundations, due to the increase of the rigidity of the 

system, the frequency ratio of the beam increases. 

Also, with increasing the porosity coefficient, the 

dimensionless frequency of the cracked beam is 

significantly reduced due to the reduction of the 

stiffness of the beam, which has a greater effect on 

shallow cracks. Therefore, by using these effects 

and proper selection of elastic foundation 

coefficients, the effects of reducing the edge crack 

frequency at different depths can be compensated 

and at the same time, by selecting the appropriate 

porosity coefficient, these effects can be balanced. 

The results and output of this study can have a 

special application in the equipment of prediction, 

occurrence, detection, and control of cracks in 

functional graded structures and in the optimal 

design of these structures 
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