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کان    بینیپیش منظوربه   دهی چک تار و خواص م کامپوز    یکیرف مدل     شدددد  یت تقو یمریپل های یت نانو نانوذرات مختلف    یلیمختلف تحل یها با 

  یهاه در مدلکهسددتند  یاز جمله موارد کنند یتو تقو یهپا ۀماد یکیابعاد و مشددختددات مکاننوع، . اسددت  ارائه شددد یکیو ماکرومکان یکرومکانیکیم
  یست که پارامترها ا یروابط ۀارائآن  یجۀنتکه  است انجام شد   هایییساز ها و ساد  ها فرضاز مدل یاند. در برخمختلف مورد توجه قرار گرفته یلیتحل

 یجنتا یسددۀمقارو یشهدف از پژوهش پ. شددوندیم یجنتا بینییشمنجر به عدم دقت در پ هایسددازسدداد  ینموارد ا ی. در برخکندیم یررا درگ یترکم

شگاهی آزما ست.    مورد هاییتخواص نانوکامپوز بینییشپ برایمدل  ینترمناسب  ۀارائ یجهها و درنتدقت آن یو بررس  شد  مطرح یهابا مدل ی مطالعه ا
ش  کنند یتتقو عنوانبه 3O2Al و 2TiO، 2SiOو نانوذرات  یهپا ۀماد عنوانبه( PMMA) متاکریلاتمتیلیپل یمرمنظور پل ینبه ا مطالعه   یندر ا د.انتخاب 

سیتۀ   مدول  ستی شترین در ب مواد الا صد   4و  4، 7حدود  ترتیببهحالت  ی سبت در شان  افزایش پایه نمونۀ بهن صل از   یجنتا .دادند ن ستخراج    یشزماآحا ا
 یجنتا بهنسددبت یرا با دقت مناسددب یجپن نتا بعدیسدده دلنشددان داد که م هایسددهقرار گرفت. مقا مقایسدده مورد شددد مطرح یلیتحل یهاو با مدل یدگرد

 .کندیم بینییشها پنمونه یتاکثر یبرا یشگاهیآزما
 

 .، مدول یانگنانوذرات ،یلیتحل یهامدل ،یکیخواص مکان ت،ینانوکامپوز  یدیکلهای واژه

 

 مقدمه
-اد فاز دوم به م عنوانبه ایگذشته افزودن ماد  یهااز زمان

 یکیبهبود خواص مکان برایها را  نیتریاز اصل یکی ه،پای
 ایمواد مرکب  ر،یاخ یها[. در سال3-1] شودیمحسوب م

 یکینامیخواص ترمود دلیلبهمختلف  عیدر صنا هاتیکامپوز
 اریسبالا در تحمل بار ب ییو توانا نییمناسب، دوام و وزن پا

ربرد اند و روز به روز بر کامورد توجه و استقبال قرار گرفته
افزودن  راًی. اخشودیمختلف افزود  م یهاها در حوز آن
 دیدر ابعاد نانو منجر به تول ییهاکنند تیتقو

 ۀالعادفوقخاطر خواص بهکه  است شد ییهاتینانوکامپوز
ت ازجمله نسبت استحکام به وزن بالا، توجها یکیمکان

 .[5-4] اندرا به خود جلب کرد  یفراوان

عملکرد و  ینانوتکنولوژ کرو،یم یبا فناور سهیمقا در 
 یتی. محتولات نانوکامپوزدهدیکاملاً متفاوت نشان م ینمود
نانومتر(  100از  ترکمدر ابعاد نانو ) ییهاکنند تیتقو یحاو

 یداریو پا انگیازجمله مدول  یکیهستند. اکثر خواص مکان

                                                      
 باشد.می 15/9/1400 و تاریخ پذیرش آن 10/3/1400 تاریخ دریافت مقاله 

 آموختۀ کارشناسی ارشد، دانشکدۀ مهندسی مکانیک، دانشگا  ارومیه.( دانش1)

 Email: s.rashahmadi@urmia.ac.ir .( نویسندۀ مسئول، دانشیار دانشکدۀ مهندسی مکانیک، دانشگا  ارومیه2)

 تیبل[، قا7] ی[، مدول و استحکام خمش7-6] یحرارت
و رسانایی الکتریکی و  [9شکست ] یچقرمگ ،[8] یکاربرش

را  کنند تی[ امکان بهبود توسط نانوذرات تقو10]حرارتی 
با  یمریپل یهاتیانوکامپوزن دیتول برایدرواقع، دارند. 

مادۀ به  توانندیاز نانوذرات م یخواص مطلوب، انواع مختلف
محققان درمورد . در همین راستا، [12-11]د افزود  شون پایه

 یادیمرتبط با علوم نانو مطالعات ز ند یو آ یمحتولات فعل
که نانومواد، ابعاد  کنندیم ینیبشیها پآن ؛اندانجام داد 

 . ندیبگشا یصنعت یدر کاربردها یدیجد

مواد با افزودن  یکیبهبود رفتار مکان یراستادر 
انجام  یمختلف، مطالعات متعدد یهاکنند تیتقو
 یکیرفتار مکان یبه بررس توانیارتباط م نی. در ااستهگرفت

، 2TiO با شد تیتقو نیرز یۀپابر یپزشکدندان یهاتیکامپوز
 یبررس نی[ اشار  کرد. در ا13نش ]اهوُا و همکار ۀمطالعمورد 

 گریو د ینسبت ابعاد ،یاثرات نسبت حجم یعمل
قرار  یمورد بررس کنند تیو تقو مادۀ پایه نیب یهاشاخص
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 یکیآشکار خواص مکان یحاصل، برتر جی. نتااستهگرفت
با  سهیبا نانوذرات در مقا شد تیتقو تیکامپوز
. در دهدیرا نشان م افیکروالیبا م شد تیتقو یهاتیکامپوز

ر مورد توجه قرا زین یلیتحل یهایبررس ،یکنار مطالعات عمل
 یتئور یهامدل یتمرکز بررو هایبررس نای در. اندگرفته

 یرفتار مواد مرکب با درصدها توانیها مکمک آنبهاست که 
ها با در نظر مدل نیکرد. ا ینیبشیرا پ کنند تیمختلف از تقو

 مادۀ پایه راتشکل، انداز  و نوع ذ لیاز قب ییگرفتن پارامترها
روابط درجهت کاهش  نیاند. استفاد  از او پرکنند  ارائه شد 

 یهانهیو کاهش اتلاف زمان و متعاقباً هز یعمل یهاشیآزما
 نیگرفته در اصورت یهااز آن است. از پژوهش یناش یمال
 نی[ اشار  کرد. در ا14] انگیبه کار تاکر و ل توانیم نهیزم

با  شد تیتقو یهاتیکامپوز یسفت استشد  یمطالعه سع
 ،یکیکرومکانیم یهااستفاد  از مدلبارا  جهتکوتا  هم افیال
قرار  سهیمختلف مطرح و مورد مقا یها. مدلدکنن ینیبشپی

مدل  نیترمناسب عنوانبهتاناکا  یمدل مور تاًنهای و اندگرفته
. است حاصل انتخاب شد ۀماده یسفت ینیبشیپ برای

درصدها و  بی[ اثرات ترک15] همکارانشو  الاسلامفیس
را  یبا اپوکس ومیسیلیسدیمختلف از نانوذرات اکس یهاانداز 
 نای در. اندقرار داد  یلیو تحل یشگاهیآزما ۀمطالعمورد 
و  ییتنش نها انگ،یکه مدول  است نشان داد  شد یبررس

ذرات  شیحاصل با افزا تینانوکامپوز میتنش تسل
 یکارها گری. از دابدییم شیافزا یخط رتصوبه کنند تیتقو

و  دونیفر قیبه تحق توانیم هاتینانوکامپوز ۀنیدرزم نیشیپ
مطالعه اثرات افزودن  نی[ اشار  کرد. در ا16همکارانش ]

مورد  نپروپلییبه پل یکربن یهامختلف نانولوله یدرصدها
جهت در یمدل ۀارائ یبرا شیآزما جیمطالعه قرار گرفته و نتا

 سهیمقا یلیحاصل با روابط تحل تیرفتار نانوکامپوز ینیبشیپ
 .است شد

شته  از آن  سۀ  جایی که در مطالعات گذ جامعی بین  مقای
روابط تحلیلی موجود صورت نگرفته بود، تتمیم به بررسی    

سددنجی روابط موجود در قیاب با  و انجام این مهم و کارایی
یلی معرفی های مختلف تحل یکدیگر گرفته شدددد. ابتدا مدل     

نانوذرات  یمختلف حجم یاثرات درصدها شوند. سپس   می

خواص   یبررو ومینیو آلوم ومیسددیلیسدد وم،یتانیت یدیاکسدد

ن   ل   یک ی مکددا ل   مر ی پ تیدد  یپ ی    لم کر  Poly methyl) لاتمتددا

methacrylate (PMMA))   عه قرار م طال در و  ردیگیمورد م
 یلیحاصدددل از روابط تحل جیبا نتا یشدددگاهیآزما جینتاانتها 

در  ها یا مدل   مدل  نیترقدقی تا شدددوند  میمقایسددده   کورمذ 
 یمر ی پل   هددایتیددنددانوکددامپوز    یک ی خواص مکددان    نی تخم   
 .انتخاب شود شد ،ذکر یدیبا نانوذرات اکس شد تیتقو

 

 یتئور یهامدل
 کیرفتار  انیب ایو  یکل تیوضع حیتوض یکه برا ییهامدل

. شوندیشناخته م یتئور یهااند، به نام مدلشد  یماد  طراح
 تیاست که درنها یاها، استخراج رابطهمدل نیا ۀارائهدف از 

ه ب ازیو بدون ن یراحتبهها رفتار ماد  را بتوان با کمک آن
از  یکرد. در ادامه تعداد ینیبشیپ یعمل یهاشیآزما

[ 17] یکیکرومکانیو م یکیماکرومکان یهامدل نیپرکاربردتر
و  شد  مطرح هاتیکامپوز یرفتار کشش ینیبشیجهت پدر

ن قانو یۀپاروابط بر نی. اساب ااندگرفتهقرار  یمورد بررس
 ۀهم( استوار است. در ادامه 1 ۀرابط) هاتیاختلاط کامپوز

ود شد  در این روابط و خاستفاد پارامترهای و  حیها تشرمدل
 .اندشد  مطرح (2)و جدول  (1) جدولقالب در روابط 

 

 های تحلیلیشد  در روابط مدلپارامترهای استفاد  1جدول 

 شرح نماد

Ec مدول یانگ کامپوزیت 

Ef کنند مدول یانگ تقویت 

Em مدول یانگ ماتریس 

Gc تیکامپوز یمدول برش 

Gf کنندتیتقو یمدول برش  

Gm سیماتر یمدول برش 

Vf کنندتیتقو یدرصد حجم  

Kc مدول بالک کامپوزیت 

Kf  کنند بالک تقویتمدول 

Km مدول بالک ماتریس 

νm نسبت پواسون ماتریس 

νf کنند نسبت پواسون تقویت 

l کنندتیطول ذرات تقو  

d کنندتیقطر ذرات تقو  
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 های تحلیلیشد  برای مدلارائهروابط  2جدول 
 

 رابطهشمارۀ  رابطه
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 (Manera Approximation Model) مانرا بیمدل تقر

 کیخواص الاست ینیبشیپ یبرا یبیتقر یا[ رابطه18] مانرا
کوتا  و با طول هایکنند تتقوی با گرفتهشکل یهاتیکامپوز

 رناپذیریی. خواص تغاست داد شنهادیپ یتتادف نشیچ
[ 19]  (Pagano) و پاگانو (Tsai) یکه توسط تسا هاتیکامپوز

 پاک یکیکرومکانیم ونیدر کنار فرمولاس ،مطرح شد  بودند
(Puck) [18برا ]مانرا اندتهرابطه مورد استفاد  قرار گرف نیا ی .

-پاک را ساد  یرهاینامتغ ۀرابطو  هفرض در نظر گرفت یتعداد

 یبالا یها شامل نسبت ابعادفرض نی. ااست کرد سازی
و  یتتادف عیبا توز یبعددو یبرهای(، ف300از  شتری)ب برهایف

 ییهاورقه عنوانبه یتتادف عیبا توز وستهیناپ یبرهایرفتار ف

اند، شد  د ینامحدود که در همه جهات چ یهاهیبا تعداد لا
 یو برش انگیمدول  یمانرا برا بیتقر ۀرابط جهی. در نتاست

 از .است ( مطرح شد3رابطۀ )( و 2رابطۀ )شکل به ترتیببه

آمد ، دستبه جیکه نتا شودی( استنتاج م3( و )2روابط )
=G  ۀرابط

E

2(1+ν)
 بیضر 𝜈که در آن کنندیم قیرا تتد

حتول  برایاست.  مدول برشی Gمدول یانگ و  E ،پواسون

 ۀ محدوددر  Emداد که  شنهادیبا دقت مناسدب، مانرا پ جینتدا

GPa 4≥ mE ≥  GPa 2  .انتخاب شود 
 

 افیال يچگال ۀرابط ایمدل پن 
(Modified Density Function-Pan’s Model) 

طه  جاد ی[ ا20پن ] یتئور ۀدی ا اسددداب نسدددبت    نیب یاراب
اسددت که  یدر حالت کنند تیتقو یو نسددبت سددطح یحجم

 نینشدد  باشدند. پن در ا   د یجهت چ کیها در کنند تیتقو
و  هاتیاختلاط کامپوز ۀسددادمدل بااسددتفاد  از بسددط قانون 

  یرا برمبنا یارابطه ،یفرضدد یچگال ۀمعادل کیاز  یریگبهر 
ارائه  بعدیو سه بعدیدو یدر فضا افینامنظم ال یریگجهت

با   یها تی کامپوز  یمدل برا  نی(. ا7تا   4 )روابط اسدددت داد
 .معتبر است زیمنظم و با طول بلند ن یریگجهت

 

 و وال نسنیستیمدل کر
(Christensen and Waal’s Model) 

با  تیکامپوز کیرفتار  یبررس ی[ برا21و وال ] ستسنیکر
همانند مدل پن، دو  کنند تیتقو افیال یتتادف یریگجهت

مدل  نی. در ااندهدر نظر گرفت بعدیو سه یبعددو ستمیس
-تیو ذرات تقو سیماتر نیکنش ببرهم یبااستفاد  از بررس

-تیتقو یفرض که درصد حجم نیو در نظر گرفتن ا کنند ،
 بعدیدر حالت دو انگیباشد، مدول  2/0از  ترکم دیبا کنند 
 نی. بشودی( مطرح م9( و )8به شکل روابط ) بعدیو سه

 یگرید ۀسیمقا ش،یحاصل از آزما جی( و نتا8رابطۀ ) جینتا
نشان  یبررس نی. در ااست [ انجام شد22] (Lee) یتوسط ل
-تیتقو نییپا یحجم یهادر نسبتگاهی که  است داد  شد

از  شتریب %15تا  0با اختلاف در حدود  جینتا کنند ،
-ریغ یوندهایاختلاف به پاین هستند.  شیآزما یهایخروج

 .است نسبت داد  شد زیر افیال ییمؤثر و اثر انتها
 

 (Hirsch’s Model) رشیمدل ه

عات     23] یرشه طال جام م با ان نگ ی مدول   ،ی[  را  تی کامپوز  ا
در نظر    یو عمود   یاز مدددول طول   یب ی صدددورت ترک  بدده

(، متشکل از 10رابطۀ )شد  که ارائه  ی هما. رابطهاستهگرفت

ضر     ست که بخش اول آن  سمت ا و  یاز مدول طول یبیدو ق
 است.   تیکامپوز یاز مدول عمود یبیبخش دوم آن ضر

 

  یتسا -نیهالپ ۀشداصلاح ۀرابط
(Modified Halpin-Tsai relation) 

قاد      نیا با اعمال م طه  به تنش طول  ریراب   یو عمود یمربوط 
ط از  تی کامپوز  مدل  24] یتسدددا -نیهالپ  ۀراب  هیرش[ در 

شک 10 ۀرابط) صلاح  ۀرابطو به  شود یم لی( ت -نیهالپ ۀشد ا
سا  ست. مدل مذکور برا [ 25] یت   یتیمواد کامپوز یمعروف ا
  یهاپاسخ  ،یتتادف  یریگکوتا  و جهت افیبا ال شد  تیتقو

-11الف تا  -11)روابط  کندیم ینیبشیرا پ یمناسددببسددیار 
 ج(. 

 
  و گوتلر ونگودیل ۀرابط

(Lavengood and Goettler relation)  

 بیضرا [ با انجام مطالعات و اصلاح22و گوتلر ] ونگودیل
 برای گرید یمدل ،یتسا -نیهالپ ۀافتیرییتغ ۀرابط یعدد

رابطه،  نیدادند. در ا شنهادیپ هاتیرفتار کامپوز ینیبشیپ

3 بیضرا یجابه
8

5و  
8

1 ترتیببهالف(،  -11رابطۀ )از  
2

4و  
5
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 (. 12رابطۀ حاصل شود ) دیشود تا مدل جدیقرار داد  م

 
  (Einstein’s Model) نینشتیمدل ا

 ینسدبت حجم  نیارتباط ب فیتوصد  ی[ برا27-26] نینشدت یا
  ها،تیکامپوز انگیو مدول  کنند تیتقو یذرات صلب کرو 

ست  داد شنهاد یپ یمدل خط کی کامل   ی. با فرض چسبندگ ا
ند  تی ذرات تقو نیب پایه   و  کن  نیالعمل ب و نبود عکس مادۀ 

صل از ا  ۀرابطذرات،  شکل   نیحا ست.   13رابطۀ )مدل به  ( ا

ط  نیا گذار    یفقط برا هراب کم معتبر اسددددت و  یها یبار
 .ردیگیرا در نظر نم یارذر یز یهاکنشبرهم

 

 رئوس پایین کران و (Voigt) وویگت بالای کران مدل
(Reuss) 

 زمینه فاز و هاکنند تقویت که اسدت  شدد  در این مدل فرض

. گیرندب قرار الیاف درجهت مشابهی نواختیک کرنش تحت

 امتداد  در مؤثر مدول [ 28] همین فرض، وویگت باتوجه به    

  .اسددت کرد اسددتخراج( 1رابطۀ ) شددکلبه را هاکنند تقویت

 تنش حددالددت برای را ذکرشددددد  رابطددۀنیز [ 29] رئوب

خت یک  هت  نوا تداد  بر عمود درج یاف  ام مال  تقویتی ال  اع

طۀ  و کرد  نگ    مدول  راب کل  به  مؤثر یا طۀ )  شددد (  14راب

 به ترتیببه T و L هایزیرنویس رابطه این در. اسددت درآمد

  اشدددار  کنند  تقویت  در طولی بر عمود و طولی های جهت 

 به که اسدددت موازی کوپلینگ با رابطه یک( 1) معادلۀ. دارند

 هایمعادله کهدرحالی ؛شود می شناخته  نیز اختلاط قانون نام

طه  (15و ) (14) نگ  با  هایی راب ند معکوب کوپلی  نام  با  و ا

 .شوندمی شناخته معکوب اختلاط قانون

 همۀ برای توانندمی (15و ) (14)، (1) معادلات 
 داد  تعمیم کنند تقویت شکل از فارغ فازیدو هایکامپوزیت

 هایکران ترتیببه cTE و cLE (،15( و )14در روابط ) .شوند
 چنینهم. کنندمی بیان را هاکامپوزیت یانگ مدول پایین و بالا
 از عبارتند که هستند درگیر پارامتر سه فقط روابط، این در

 حجمی نسبت و ماتریس کنند ،تقویت یانگ مدول
 .کنند تقویت

 اشتریکمن و (Hashin) هاشین پایین و بالا کران مدل
(Shtirkman)  

 صدددورتبه  را کامپوزیت  [ 31-30] اشدددتریکمن و هاشدددین 
سکوپی   این در. گرفتند نظر در گنهمشبه  و سان هم میکرو

ند  تقویت  شدددکل  مدل  مل   کن ند    عا   محسدددوب محدودکن
یت    پایین  و بالا  کران فرض این با  ؛شدددودنمی  را کامپوز

که  این به بسته . زدند تخمین الاستیسیته   متغیر اصول  براساب 
 کران باشددد، کنند تقویت از ترکم یا تربیش زمینه فاز سددفتی

برشددی  مدول و (c,lowerK و c,upperK) بالک مدول پایین و بالا
(c,upperG  وc,lowerG )  (  19) الی( 16) روابط از کدامپوزیدت

رابطۀ  از نیز یانگ مدول پایین و بالا کران. شددودمی حاصددل

 .بود خواهد محاسبه قابل (20)
 

 مراحل تجربي
ها طبق شرح در ادامه در چندین مرحله سازی نمونهآماد 

در کنند  صورت گرفت. در گام اول نانوذرات تقویت
منظور بهنظر با پلیمر )که از قبل درصدهای جرمی مورد

زدایی در دستگاهی مجزا خشک شد  بود( ترکیب و رطوبت
فاز زمینه  عنوانبهمتاکریلات متیلتبدیل به گرانول شدند. پلی

اندازۀ و نانوذرات اکسیدی تیتانیوم، سیلیسیوم و آلومینیوم با 
کنند  انتخاب شدند. تقویت عنوانبهنانومتر  20 ذرات تقریباً

  ZSK-25مادورنه در این مرحله از دستگا  اکسترودر دو
 Coperion) )ساخت شرکت آلمانی کپریون ورنر و فلایدرر

Werner & Pfleiderer) ) اختلاط ذوبی مواد استفاد  گردید و برای
های نانوکامپوزیتی در درصدهای جرمی مدنظر گرانول

زریق در قالب، برای دومین بار حاصل گردیدند. پیش از ت
ها صورت گرفت. در گام بعدی خشک کردن گرانول

نمونۀ های گیری تزریقی در قالبروش قالببهها گرانول
های مورد نیاز آزمایش مطابق استاندارد کشش تزریق و نمونه

انجام تست کشش از دستگا  برای آماد  شدند.  (1)شکل 
استاندارد ( طبق SANTAM STM-150تست کشش )

ASTM-D638 منظور بررسی ساختار بهچنین استفاد  شد. هم
گرفته شد.  SEMها تست شد ، از نمونهساختههای نمونه
ای کلوخهناحیۀ مشخص است،  (2)گونه که در شکل همان

شود و توزیع ذرات ها مشاهد  نمیدر خروجی تست
نواخت صورت شکل مناسب و یکبهکنند  تقویت
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 .استهگرفت
 

 
 

 شد  برای تست کششساختههای نمونه  1شکل 

 

 
 

 

 
 

 

 
 

 

وزنی  a )2%های حاوی از سطح مقطع نمونه SEMتتویر   2شکل 

2TiO ،b)  %2  2وزنیSiO  وc )%1  3وزنیO2AL 

 

 

 نتایج و بحث
سبت   سبات، اولین گام تبدیل ن های جرمی به برای انجام محا

ست. در جدول  سبت برای تمام نمونه (3) حجمی ا های  ها، ن
ها و چگالی    حجمی، باتوجه به درصدددد وزنی نانوکامپوزیت      

 .است ها، به تفکیک محاسبه شدآن
 

 های مورد بررسیچگالی و کسر حجمی نمونه  3 جدول
 

 fV (3gr/cm) چگالی ماد 

Pure PMMA 1/180 - - - 

PMMA + TiO2 0.5 wt % 1/189 0/0015 

PMMA + TiO2 1.0 wt % 1/193 0/0030 

PMMA + TiO2 2.0 wt % 1/202 0/0060 

PMMA + SiO2 0.5 wt % 1/183 0/0025 

PMMA + SiO2 1.0 wt % 1/186 0/0050 

PMMA + SiO2 2.0 wt % 1/192 0/0100 

PMMA + Al2O3 0.5 wt % 1/184 0/0015 

PMMA + Al2O3 1.0 wt % 1/188 0/0030 

 

دهد که تأثیر نشان می (4) در جدولآمد  دستبهنتایج  

اکسید برروی پلیمر مورد مطالعه بیشتر دینانوذرات تیتانیوم

کنند  در هر سه . این تقویتاست ها بودکنند از دیگر تقویت

منجر به افزایش مدول  مادۀ پایهدرصد وزنی در ترکیب با 

. این نتایج در هماهنگی با است یانگ کامپوزیت حاصل شد

. در [32]ج ترکیب اکسید تیتانیوم و رزین اپوکسی هستند نتای

کنند  شد  نیز افزودن درصدهای بیشتر تقویتمعرفیپژوهش 

 شد  بود.حاصلموجب بهبود خواص مکانیکی کامپوزیت 

آید که این روند افزایشی چنین از نتایج چنان برمیهم 

اکسید سیلیسیم نیز حفظ کنندۀ تقویتمدول یانگ درمورد 

درصد  5/0حاوی نمونۀ اما نکته قابل توجه به ؛ است شد

گردد که مدول یانگ در ابتدا کاهش را نشان وزنی برمی

شود. در دهد، اما در درصدهای بالاتر منجر به بهبود آن میمی

مورد اکسید آلومینیوم روند رشد برعکس اکسید تیتانیوم و 

درصد  0/1 و نشان از این دارد که استسیلیسیم نزولی بود 

کنند  اکسید آلومینیوم منجر به کاهش مدول وزنی از تقویت
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توان گردد. این کاهش را مییانگ نانوکامپوزیت تولیدشد  می

درصد  5/0به این موضوع نسبت داد که در مقادیر بیشتر از 

خوبی شکل نگرفته بهکنند ، پیوند بین ذرات وزنی از تقویت

 .استهتداشیافته کاهش تشکیلو استحکام بین پیوندهای 

 
 های مورد بررسینتایج حاصل از تست نمونه  4جدول 

 

 ماد 
مدول الاستیک 

(MPa) 

 بهنسبتتغییر 

 (%نمونه خالص )

Pure PMMA 2913/77 - - - 

PMMA + TiO2 0.5 wt % 2949/00 1/21 

PMMA + TiO2 1.0 wt % 3022/90 3/75 

PMMA + TiO2 2.0 wt % 3111/50 6/79  

PMMA + SiO2 0.5 wt % 2860/90 -1/81 

PMMA + SiO2 1.0 wt % 2964/60 1/74 

PMMA + SiO2 2.0 wt % 3024/20 3/79 

PMMA + Al2O3 0.5 wt % 3032/60 4/08 

PMMA + Al2O3 1.0 wt % 2698/90 -7/37 

 

تاً    تایج حاصدددل از آزمایش     نهای تایج     ن های تحلیلی با ن
صل از رابطه  شد  و در جداول   ( 20-2های )حا سه    (6) مقای

. برای حتدددول نتایج هر کدام از اسدددت آورد  شدددد (8)تا 
جدول       مدل  های موجود در  پارامتر فاد      (5)ها، از  اسدددت
. در ضمن توجه شود که در انجام محاسبات روابط  است شد

  گوتلر نسدددبت منظر یا نسدددبت -تسدددای و لیونگود-هالپین
  تهدر نظر گرف 1رات، ( با فرض کروی بودن نانوذl/dابعادی )

ست  شد  صد اختلاف نتایج هر کدام از مدل ا نمونۀ  ها با. در
 .است شد  نیز محاسبه شد  و در جداول ارائه شدآزمایش

شخص  همان  گونه که در نتایج موجود در جداول هم م

هم های تحلیلی با  اسدددت، نتایج حاصدددل از آزمایش و مدل     

کران بالای  هدف مدلکه کرد سازگارند. هرچند باید توجه  

گت و  پایین رئوب و هم  ووی بالا و   کران  مدل کران  چنین 

ای برای  پایین هاشین و اشتریکمن بیشتر مشخص کردن باز     

مورداندازۀ بازۀ خواص مکانیکی کامپوزیت حاصددل اسددت. 

چنین و هم مادۀ پایهنظر به خواص مکانیکی نانوکامپوزیت و 

با   دارد. مشددختدداً درصددد حجمی نانوکامپوزیت بسددتگی  

صد حجمی، باز  نیز بزرگ  شود و خطا هم  تر میافزایش در

یابد. درنتیجه درصدددد اختلاف بالای مدول یانگ  افزایش می

کامپوزیت حاصدددل با کران بالای وویگت و یا کران بالای           

شتریکمن کاملاً  ست  قابل توجیه  ا صحت مدل ا ها و یا  و با 

 نتایج حاصل از آزمایش متناقض نیست.  

آمد ، دقت    دسدددتبه مورد حائز اهمیت دیگر در نتایج     
  بهنسددبتبعدی پن و کریسددتین و وال های سددهبیشددتر مدل

های  ها اسدددت. خطای بیشدددتر مدل    های دو بعدی آن  مدل 

سبت دوبعدی  سه  بهن های موجود  ها، به فرضبعدی آنامثال 
ت  های دوبعدی، فرض بر این اسگردد. در مدلها برمیدر آن
شد   که الی صفحه پراکند   ست  اف نانوکامپوزیتی در امتداد  .  ا

یت    کامپوز یاف طول    این فرض درمورد  با ال با     ها  که  ند  بل
ید      روش هایی از قبیدل تزریق در امتدداد محور طولی تول
اند صدددحت بیشدددتری دارد. درضدددمن، خطای بالای شدددد 

ست به کته نتوان به این لیونگود و گوتلر را می آمد  از مدلد
ها با نسدددبت ط داد که این مدل بیشدددتر برای کامپوزیتارتبا

شد  ست  حجمی بالای فیلر طراحی  . در نتیجه خطای بالای ا
پایین )     این مدل در نمونه   با نسدددبت حجمی  و  01/0هایی 

گونه که در جداول    قابل توجیه اسدددت. همان      ( کاملاً ترکم
خطای این  ،مشددخص اسددت، با بالاتر رفتن نسددبت حجمی 

 .  است شد ترکم و ترکممدل 
رفتار کامپوزیت در دو مورد اضافه کردن اکسید  

درصد  0/1درصد وزنی و اکسید آلومینیوم با  5/0سیلیسیم با 

های تحلیلی در تناقض است. در مورد اکسید وزنی با مدل
سیلیسیم که تنها در درصد وزنی پایین، این رفتار را از خود 

ازگازی را به عدم توان دلیل این ناسدهد، مینشان می

که در درحالیها ربط داد. پراکندگی یکنواخت نانوکامپوزیت
توان این مورد اکسید آلومینیوم با درصد وزنی بالاتر می

مادۀ کنند  و پیوند نامناسب بین ذرات تقویتموضوع را به 

-متیلو یا عدم سازگاری بین اکسید آلومینیوم و پلی پایه

 وزنی بالا ارتباط داد.متاکریلات در درصدهای 
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 شد خواص مکانیکی مواد استفاد   5 جدول
 

 ضریب پواسون (MPaمدول بالک ) (MPaمدول برشی ) (MPaمدول یانگ ) ماد 

 2913/77 1049/6 3398 0/375 (PMMAمتاکریلات )متیلپلی

 237250 92750 210200 0/28 (2TiOاکسید تیتانیم )

 67360 28450 33910 0/17 (2SiOاکسید سیلسیم )

 239750 97630 160380 0/27 (3O2Alاکسید آلومینیوم )
 

 2TiOهای حاوی نانوذرات شد  برای نمونهمدول یانگ حاصل از نتایج تحلیلی و مقایسه با مقادیر آزمایش  6جدول 
 

 wt % (MPa) 2PMMA + TiO 1.0 wt % (MPa) 2PMMA + TiO 2.0 wt % (MPa) 2PMMA + TiO 0.5 مدل
 3111/50 3022/90 2949/00 نتیجۀ آزمایش

 3131/12 2860/57 2725/29 مدل تقریب مانرا

-58/7 به نتیجۀ آزمایش )%(تغییر نسبت  37/5-  0/63 

 3361/32 3137/54 3025/66 بعدیمدل پن دو

 8/03 3/79 2/60 به نتیجۀ آزمایش )%(تغییر نسبت

 3137/54 3025/66 2969/71 بعدیمدل پن سه

 0/84 0/09 0/70 به نتیجۀ آزمایش )%(تغییر نسبت

 3405/75 3159/76 3036/77 بعدیکریستین و وال دومدل 

 9/46 4/53 2/98 به نتیجۀ آزمایش )%(تغییر نسبت

 3175/06 3044/41 2979/09 بعدیمدل کریستین و وال سه

 2/04 0/71 1/02 به نتیجۀ آزمایش )%(تغییر نسبت

 3451/88 3182/81 3048/29 مدل هیرش

 10/94 5/29 3/37 به نتیجۀ آزمایش )%(تغییر نسبت

 2958/91 2936/27 2925 تسای -مدل اصلاح شد  هالپین

-81/0 به نتیجۀ آزمایش )%(تغییر نسبت  87/2-  90/4-  

 3846/40 3817/06 3802/46 مدل لیونگود و گوتلر

 23/62 26/27 28/94 به نتیجۀ آزمایش )%(تغییر نسبت

 2957/48 2935/62 2924/70 مدل اینشتین

-82/0 به نتیجۀ آزمایش )%(نسبتتغییر   89/2-  95/4-  

 4319/79 3616/78 3265/27 مدل وویگت

 38/83 19/64 10/72 به نتیجۀ آزمایش )%(تغییر نسبت

 2931/14 2922/43 2918/09 مدل رئوب

-05/1 به نتیجۀ آزمایش )%(تغییر نسبت  32/3-  80/5-  

مدل کران بالای هاشین و 

 اشتریکمن
3044/1819 3233/25 3610/82 

 16/04 6/96 3/23 به نتیجۀ آزمایش )%(تغییر نسبت

مدل کران پایین هاشین و 

 اشتریکمن
2863/68 2872/54 2890/32 

-89/2 به نتیجۀ آزمایش )%(تغییر نسبت  97/4-  11/7-  
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1400، شمارۀ یک، سال سی و سوم نشریۀ مهندسی متالورژی و مواد  

 2SiOهای حاوی نانوذرات شد  برای نمونهمدول یانگ حاصل از نتایج تحلیلی و مقایسه با مقادیر آزمایش  7جدول 
 

 wt % (MPa) 2PMMA + SiO 1.0 wt % (MPa) 2PMMA + SiO 2.0 wt % (MPa) 2PMMA + SiO 0.5 مدل

 3024/20 2964/60 2860/90 آزمایش نتیجۀ

 2887/83 2738/92 2664/47 مدل تقریب مانرا

 -51/4 -61/7 -68/6 به نتیجۀ آزمایش )%(تغییر نسبت

 3118/94 3016/35 2965/06 بعدیمدل پن دو

 3/13 1/75 3/64 به نتیجۀ آزمایش )%(تغییر نسبت

 3016/35 2965/06 2939/42 بعدیمدل پن سه

 0/26- 0/02 2/74 به نتیجۀ آزمایش )%(تغییر نسبت

 3167/47 3040/62 2977/20 بعدیمدل کریستین و وال دو

 4/74 2/56 4/06 به نتیجۀ آزمایش )%(تغییر نسبت

 3066/12 2989/94 2951/86 بعدیمدل کریستین و وال سه

 1/39 0/85 3/18 به نتیجۀ آزمایش )%(تغییر نسبت

 3173/07 3043/38 2978/56 مدل هیرش

 4/92 2/66 4/11 به نتیجۀ آزمایش )%(تغییر نسبت

 2985/44 2949/43 2931/56 تسای -مدل اصلاح شد  هالپین

 1/28- 0/51- 2/47 به نتیجۀ آزمایش )%(نسبتتغییر 

 3880/87 3834/17 3810/98 مدل لیونگود و گوتلر

 28/33 29/33 33/21 به نتیجۀ آزمایش )%(تغییر نسبت

 2986/61 2950/19 2931/98 مدل اینشتین

 1/24- 0/49- 2/48 به نتیجۀ آزمایش )%(تغییر نسبت

 3558/33 3236/051 3074/91 مدل وویگت

 17/66 9/16 7/48 به نتیجۀ آزمایش )%(تغییر نسبت

 2941/92 2927/77 2920/76 مدل رئوب

 2/72- 1/24- 2/09 به نتیجۀ آزمایش )%(تغییر نسبت

مدل کران بالای هاشین و 

 اشتریکمن
2944/97 3035/12 3215/49 

 6/32 2/38 2/94 به نتیجۀ آزمایش )%(تغییر نسبت

پایین هاشین و مدل کران 

 اشتریکمن
2868/69 2882/66 2910/72 

 3/75- 2/76- 0/27 به نتیجۀ آزمایش )%(تغییر نسبت

 
 

 



 ی...هاتیخواص نانوکامپوز ینیبشیپ درجهتمرسوم  یلیدقت روابط تحل یبررس 116

 

 

 1400سی و سوم، شمارۀ یک،  سال متالورژی و موادنشریۀ مهندسی 

 3O2Alهای حاوی نانوذرات شد  برای نمونهمدول یانگ حاصل از نتایج تحلیلی و مقایسه با مقادیر آزمایش  8جدول 

 

 wt % (MPa) 0.5 3O2Al+  PMMA wt % (MPa) 1.0 3O2Al+  PMMA مدل

 2698/90 3032/60 آزمایشنتیجۀ 

 2863/23 2726/63 مدل تقریب مانرا

 6/09 10/09- به نتیجۀ آزمایش )%(تغییر نسبت

 3139/93 3026/85 بعدیمدل پن دو

 16/34 0/19- به نتیجۀ آزمایش )%(تغییر نسبت

 3026/85 2970/31 بعدیمدل پن سه

 12/15 2/05- آزمایش )%(به نتیجۀ تغییر نسبت

 3162/26 3038/02 بعدیمدل کریستین و وال دو

 17/17 0/18 به نتیجۀ آزمایش )%(تغییر نسبت

 3045/66 2979/72 بعدیمدل کریستین و وال سه

 12/85 1/74- به نتیجۀ آزمایش )%(تغییر نسبت

 3185/62 3049/69 مدل هیرش

 18/03 0/56 به نتیجۀ آزمایش )%(تغییر نسبت

 2936/28 2925/01 تسای -شدۀ هالپینمدل اصلاح

 8/79 3/55- به نتیجۀ آزمایش )%(تغییر نسبت

 3817/07 3802/46 مدل لیونگود و گوتلر

 41/43 25/38 به نتیجۀ آزمایش )%(تغییر نسبت

 2935/62 2924/70 مدل اینشتین

 8/77 3/55- به نتیجۀ آزمایش )%(تغییر نسبت

 3624/28 3269/02 وویگتمدل 

 34/29 7/80 به نتیجۀ آزمایش )%(تغییر نسبت

 2922/43 2918/09 مدل رئوب

 8/28 3/77- به نتیجۀ آزمایش )%(تغییر نسبت

 3239/43 3047/34 مدل کران بالای هاشین و اشتریکمن

 20/03 0/49 به نتیجۀ آزمایش )%(تغییر نسبت

 2872/55 2863/69 اشتریکمنمدل کران پایین هاشین و 

 6/43 5/57- به نتیجۀ آزمایش )%(تغییر نسبت

 

مه، برای درک و    قایسدددۀ  در ادا تایج در قالب     م بهتر، ن
ند.  نیز مطرح و مقایسددده شدددد    (10)تا   (3)های  شدددکل  ا

جز اکسددید  بهموارد همۀ طوری که مشددخص اسددت در همان

درصد   0/1درصد وزنی و اکسید آلومینیوم با   0.5با سیلیسیم   

کران بالای های مدلبازۀ وزنی، نتایج حاصددل از آزمایش در 
کران پایین رئوب و مدل کران بالا و پایین هاشین   وویگت و

 .استهو اشتریکمن قرار گرفت
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1400، شمارۀ یک، سال سی و سوم نشریۀ مهندسی متالورژی و مواد  

نمونۀ مقادیر مدول یانگ حاصل از روابط تحلیلی با مقایسۀ   3شکل 

 2TiOوزنی  %0.5مورد آزمایش حاوی 

 

 
نمونۀ مقادیر مدول یانگ حاصل از روابط تحلیلی با مقایسۀ   4شکل 

 2TiOوزنی  %1.0مورد آزمایش حاوی 

 

 
نمونۀ مقادیر مدول یانگ حاصل از روابط تحلیلی با مقایسۀ   5شکل 

 2TiOوزنی  %2.0مورد آزمایش حاوی 
 

 
نمونۀ مقادیر مدول یانگ حاصل از روابط تحلیلی با مقایسۀ   6شکل 

 2SiOوزنی  %0.5مورد آزمایش حاوی 
 

 
نمونۀ مقادیر مدول یانگ حاصل از روابط تحلیلی با مقایسۀ   7شکل 

 2SiOوزنی  %1.0مورد آزمایش حاوی 
 

 
نمونۀ مقادیر مدول یانگ حاصل از روابط تحلیلی با مقایسۀ   8شکل 

 2SiOوزنی  %2.0مورد آزمایش حاوی 
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 1400سی و سوم، شمارۀ یک،  سال متالورژی و موادنشریۀ مهندسی 

 
نمونۀ مقادیر مدول یانگ حاصل از روابط تحلیلی با مقایسۀ   9شکل 

 3O2Alوزنی  %0.5مورد آزمایش حاوی 

 

 
نمونۀ مقادیر مدول یانگ حاصل از روابط تحلیلی با مقایسۀ   10شکل 

 3O2Alوزنی  %1.0مورد آزمایش حاوی 

 
 گیرینتیجه

حاضدددر، اثرات افزودن مقادیر مختلف نانوذرات    مطالعۀ   در 

متاکریلات  متیلاکسیدی تیتانیوم، سیلیسیم و آلومینیوم به پلی   
نتایج آن با روابط تحلیلی مقایسۀ  برروی خواص مکانیکی و 

 بررسی گردید.

مقایسۀ های تجربی و بررسی نتایج حاصل از آزمایش 
نتایج جالب شد  از روابط تحلیلی استخراجها با نتایج آن

در هر سه درصد وزنی  2TiOنانوذرات  توجهی را آشکار کرد.

با افزودن پلیمر پایه شدند. الاستیسیتۀ منجر به بهبود مدول 
به  2TiOدرصد وزنی از نانوذرات  2و  1، 5/0

 4، 1.5حدود  ترتیببهمتاکریلات مدول الاستیسیته متیلپلی

برای سه مقدار مدول الاستیسیته درصد افزایش یافت.  7و 
 2SiOهای کنند درصد از نانوتقویت 2و  1، 0.5درصد وزنی 

درصد وزنی  1و  0.5درصد و برای  4و  2، -2 ترتیببه

3O2Al جز بهدرصد تغییر را گزارش داد.  -5/7و  4 ترتیببه
وزنی  درصد 0/1درصد وزنی اکسیدسیلیسیم و  5/0دو مورد )

-موارد افزایش درصد وزنی تقویتبقیۀ اکسیدآلومینیوم(، در 

حاصل شد. کاهش مادۀ کنند  منجر به افزایش مدول یانگ 
درصد وزنی  5/0مدول یانگ برای کامپوزیت با 

نواخت عدم پراکندگی یک دلیلبهتواند اکسیدسیلیسیم هم می
 [33] در پژوهش آریماتیا و همکارانشها باشد. نانوکامپوزیت

درصد وزنی از نانوذرات آلومینا تغییری در مدول  1هم در 
الاستیک ایجاد نگردید و حتی برخی از خواص مکانیکی 

کاهش مدول دیگر نیز با کاهش همرا  بود. در این پژوهش نیز 

وزنی اکسیدآلومینیوم را  درصد 0/1یانگ برای کامپوزیت با 
مادۀ کنند  و یتتوان به اثر پیوند نامناسب بین ذرات تقومی
های ختوص در نسبتو یا ناسازگاری این دو ماد  به پایه

نواخت نیرو بین حجمی بالاتر نسبت داد. این اثر از انتقال یک
و عاملی برای کند میکنند  جلوگیری و تقویت مادۀ پایه

 رود.شمار میکاهش در مدول یانگ به

دهد که آمد  از روابط تحلیلی نشان میدستبهنتایج  
 1.0 بانمونۀ جز بهها های تئوری، برای تمامی نمونهمدل

بینی وزنی اکسیدآلومینیوم، روند را به درستی پیش درصد
 بهنسبتها نتیجه را با دقت بالایی و در برخی مدل استکرد 

رابطۀ توان گفت دهند. در واقع، مینتایج تجربی ارائه می
 33تا  23نگود و گوتلر تمامی نتایج را با اختلاف تقریبی لیو

زند که دلیل آن نتایج آزمایشگاهی تخمین می بهنسبت درصد
ها در این مطالعه است. درصد پایین وزنی نانوکامپوزیت

های کران بالا و پایین وویگت و رئوب و یا هاشین و مدل

مناسبی را برای تخمین مدول یانگ بازۀ اشتریکمن 
بعدی پن و کریستین های سهدهند. مدلها ارائه میکامپوزیت

های دوبعدی و وال هم مدول یانگ را با دقت بیشتری از مدل

مقایسۀ ها و کنند. با بررسی خروجی مدلبینی میها پیشآن
بعدی توان گفت که مدل سهها با مقادیر آزمایشگاهی میآن

قادیر دقیقی را پن با اختلافی کم برای اکثریت نتایج، م

کند. مورد قابل ذکر در انتها که با افزایش درصد بینی میپیش
آید، صحت نتایج برای مقادیر کنند  پیش میوزنی تقویت

کنند  است. در این حالت درصد وزنی از تقویت 0/2 بیشتر از
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1400، شمارۀ یک، سال سی و سوم نشریۀ مهندسی متالورژی و مواد  

آید کنند ، اثر کلوخه شدن پیش میتقویتبا افزایش مقادیر 
عدم دخالت این اثر در روابط تحلیلی مذکور،  دلیلبهکه 
 توان با قطعیت به نتایج فوق استناد کرد.نمی

ها را به تفکیک ترین مدلتوان مناسبطور کلی میبه 
 کنند  در چند جمله خلاصه کرد:ذرات تقویت

کنند  استفاد  از درصدهای مختلف وزنی نانو ذرات تقویت. 1
 متاکریلات عموماًمتیلی پلیمنظور بهبود خواص مکانیکبه

ته منجر به افزایش مدول الاستیسیته شد. این افزایش وابس

 باشد.کنند  میبه جنس ذرات تقویت

 کنند  از درصدی بیشتر شود منجراگر مقدار ذرات تقویت. 2
و به طبع آن موجب شود میبه ایجاد عیوب ساختاری 

کب مرمادۀ کاهش خواص مکانیکی ثابت ماندن و حتی 
حاضر این مورد برای نانوذرات مطالعۀ شود. در حاصل می

3O2Al  درصد وزنی آشکار شد. 1در 

کنندۀ تقویتبرای شد  مطرحهای تحلیلی از بین مدل. 3

ین میانگین ترکمبعدی پن )دارای سهمدل  تیتانیم اکسید
ترین مدل مناسب ین انحراف معیار(ترکماختلاف و 

 شود.معرفی می
کنندۀ تقویتبرای بینی را ترین پیشمدل تحلیلی که دقیق. 4

ین ترکمبعدی )دارای مدل پن سهارائه کند سیلیسیم اکسید 
ین ترکمبعدی پن )دارای میانگین اختلاف( و مدل دو

 است. انحراف معیار(

 آلومینیوم اکسید ۀکنندتقویتبرای مدل تحلیلی که مناسب . 5

ین میانگین ترکم)دارای مدل هاشین کران پایین  باشد
 گردد.معرفی می ین انحراف معیار(ترکماختلاف و 

البته ذکر این نکته الزامی است که در صورت لزوم به  

شد  با هر سه تقویتهای انتخاب یک مدل برای کامپوزیت
های اکسی تیتانیم، اکسیدسیلیسیم و نوع نانوکامپوزیت

بعدی است که در سهاکسیدآلومینیوم، بهترین گزینه مدل پن 

دهد.دقیقی را ارائه می هر سه نوع کامپوزیت نتایج نسبتاً
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1- Introduction 

In order to improve the mechanical behavior of 

materials by adding different reinforcements, several 

studies have been performed. Beside experimental 

studies, analytical studies also have gotten attentions. 

In these studies, the focus is on analytical models 

which can predict behavior of composite with 

different percentage of reinforcements. These models 

are presented by considering parameters such as 

shape, size and type of particles of base and filler 

material. The use of these relationships is to reduce 

practical experiments and to reduce waste of time and 

consequently financial costs. 

Since in previous studies there was no 

comprehensive comparison between the existing 

analytical relationships, it was decided to study and 

evaluate the effectiveness of the existing relationships 

in comparison with each other. At first, different 

analytical models are introduced. Then the effects of 

different volumetric percentages of titanium dioxide, 

silicon dioxide and aluminum oxide nanoparticles on 

the mechanical properties of polymethyl methacrylate 

polymer are studied. Finally, the experimental results 

are compared with the results of the analytical 

relationships to determine the most accurate model or 

models in estimating the mechanical properties of 

reinforced polymer nanocomposites with the 

mentioned oxide nanoparticles (Table 1). 

 

Table. 1. Density, volume fraction & results obtained 

from experimental tests samples 

Specimens 

D
en

sity 
(g

r/cm
3) 

Vf 

Modulus 

of 

Elasticity 

(MPa) 

Change 

compared 

to pure 

sample (%) 

Pure PMMA 1.180 - - - 2913.77 - - - 

PMMA + TiO2 0.5 wt % 1.189 0.0015 2949.00 1.21 

PMMA + TiO2 1.0 wt % 1.193 0.0030 3022.90 3.75 

PMMA + TiO2 2.0 wt % 1.202 0.0060 3111.50 6.79 

PMMA + SiO2 0.5 wt % 1.183 0.0025 2860.90 -1.81 

PMMA + SiO2 1.0 wt % 1.186 0.0050 2964.60 1.74 

PMMA + SiO2 2.0 wt % 1.192 0.0100 3024.20 3.79 

PMMA + Al2O3 0.5 wt % 1.184 0.0015 3032.60 4.08 

PMMA + Al2O3 1.0 wt % 1.188 0.0030 2698.90 -7.37 
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2-Analytical Models 

Models designed to explain the behavior of a 

substance are known as theoretical models. The 

purpose of presenting these models is to derive a 

relationship that can be used to predict the behavior of 

materials without requirement of practical 

experiments. 

The models studied in this study are: Manera 

Approximation Model, Modified Density Function-

Pan’s Model, Christensen and Waal’s Model, Hirsch’s 

Model, Modified Halpin-Tsai relation, Lavengood 

and Goettler relation, Einstein’s Model, Voigt and 

Reuss bounds, Hashin and Shtrikman bounds. 

 

3-Experimental Steps 

The samples were prepared in several steps as 

described below. In the first step, the reinforcing 

nanoparticles were combined with the polymer (which 

had already been dried in a separate device for 

dehumidification) at the desired mass percentages and 

turned into granules. Polymethyl methacrylate was 

selected as the base matrix and titanium dioxide, 

silicon dioxide and aluminum oxide nanoparticles 

with a particle size of approximately 20 nm were 

selected as reinforcement. Next, the ZSK-25 twin-

screw extruder (manufactured by the German 

company Caprion Werner and Floider) was used to 

melt and combine the material. The nanocomposite 

granules were obtained in the desired mass 

percentages. The specimens were prepared by 

injection molding of granules into molds. 

 

4-Results & Discussions 

The results obtained from experimental tests indicates 

that the effect of titanium dioxide nanoparticles on the 

base matrix was more than other nanoparticles. 

Examining the results of experimental experiments 

and comparing them with the results extracted from 

the analytical relations revealed interesting results. All 

specimens containing TiO2 nanoparticles improved 

the modulus of elasticity of the base polymer. By 

adding 0.5, 1 and 2 weight percentage of TiO2 

nanoparticles to polymethyl methacrylate, the 

modulus of elasticity increased by about 1.5, 4 and 

7%, respectively. The modulus of elasticity for 0.5, 1 

and 2 weight percentage of SiO2 nanoparticles 

reported -2, 2% and 4%, respectively, and for 0.5 and 

1 weight percentage of Al2O3, reported 4% and -7.5%. 

Except for two cases (0.5 wt.% of silicon oxide and 

0.1 wt.% of aluminum oxide), in all other cases, 

increasing the weight percentage of the nanofillers 

resulted an increase in the modulus of elasticity of the 

material. The reduction of the Young's modulus for 

composites with 0.5 wt.% silicon oxide can also be 
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due to the lack of uniform dispersion of the 

nanocomposites. 

The results obtained from the analytical relations 

(FIG.1 to 3 for TiO2 2.0 wt.%, SiO2 2.0 wt.% & Al2O3 

1.0 wt.%) show that the theoretical models correctly 

predict the trend for all samples except the sample 

with 1 wt.% of aluminum oxide, and in some models, 

they present the result with high accuracy. In fact, it 

can be said that the relationship between Lavengood 

and Goettler estimates all the results with an 

approximate difference of 23 to 33% compared to the 

experimental results, due to the low weight percentage 

of nanocomposites in this study. The upper and lower 

bound models of Voigt and Reuss or Hashin and 

Shtrikman provide a suitable interval for estimating 

the Young's modulus of composites. Pan's 3D model 

and Christensen and Waal's 3D models predict the 

Young's modulus more accurately rather than their 2D 

models. With examining the output of the models and 

comparing them with the experimental results, it can 

be said that the Pan's three-dimensional model 

predicts accurate values with a small difference for the 

majority of results. Noteworthy, which occurs with 

increasing the weight percentage of the amplifier, the 

accuracy of the results for values greater than 0.2 wt.% 

of the amplifier. In this case, with increasing the 

amount of amplifier, the clumping effect occurs, 

which due to the lack of this effect in the analytical 

relations, the above results cannot be invoked with 

certainty. With increasing amounts of nanoparticles, 

the clumping effect occurs. Due to the lack of this 

effect in the analytical relationships, for a higher 

percentage of weight of the reinforcing nanoparticles 

the results cannot be cited with certainty. 
 

 
Fig. 5 Comparison of analytical results of young’s modulus with 

experimental results (for samples containing 2.0 wt % TiO2) 
 

 
Fig. 8 Comparison of analytical results of young’s modulus with 

experimental results (for samples containing 2.0 wt % SiO2) 

 
Fig. 10 Comparison of analytical results of young’s modulus with 

experimental results (for samples containing 1.0 wt. % Al2O3) 

 

Finally, the most suitable models can be 

summarized in terms of reinforcing particles as 

follow: 

1) The use of different weight percentages of 

reinforcing nanoparticles to improve the 

mechanical properties of polymethyl 

methacrylate generally led to an increase in 

the modulus of elasticity. This increase 

depends on the type of reinforcing particles. 

2) If the number of reinforcing particles is more 

than a certain percentage, it leads to structural 

defects. This causes to mechanical properties 

of material remain constant and even reduce 

rather to base matrix. In the present study, this 

was revealed for Al2O3 nanoparticles at 1 

wt.%. 

3) Among the proposed analytical models, the 

Pan's 3D model (with the lowest mean 

difference and the least standard deviation) is 

the most suitable model for titanium dioxide 

reinforcement nanoparticles. 

4) The analytical model that provides the most 

accurate prediction for the silicon dioxide 

nanoparticles is the Pan's 3D model (with the 

lowest mean difference) and the Pan's 2D 

model (with the lowest standard deviation). 

5) The analytical model that is suitable for 

aluminum oxide nanoparticles is introduced 

as the Hashin and Shtrikman's low bound 

(with the lowest mean difference and the 

lowest standard deviation). 

As the final result, to choose a model for composites 

reinforced with all three types of nanocomposites of 

titanium dioxide, silicon dioxide and aluminum oxide, 

the best option is Pan's 3D model which provides best 

results for all nanocomposites. 
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