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Abstract. In this paper, the parabolic inverse problem with the unknown
source parameter is introduced and we solve the problem using the operator
splitting method. To solve this problem, it is necessary to determine the source
parameter using an overspecify condition, and then by separating the problem
and converting it into simpler sub-problems, each sub-problem is solved using
Fourier transforms. Also, while providing numerical examples of efficiency and
convergence, the proposed method for solving the parabolic inverse problem is
shown.
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اضافی شرط با سهموی معکوس مسائل حل برای کارا روش یک
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روش از استفاده با و شده معرفی مجهول منبع پارامتر با سهموی معکوس مسأله مقاله، این در چکیده.

تعیین به اضافی شرط از استفاده با ابتدا در مسأله، این حل برای پرداخته ایم. مسأله حل به عملگر جداسازی

استفاده با مسأله زیر هر تر، ساده زیرمسائل به آن تبدیل و مسأله جداسازی با سپس و پرداخته منبع پارامتر

برای پیشنهادی روش همگرایی و کارایی عددی مثال های ارائه ضمن چنین هم می شود. حل فوریه تبدیلات از

می شود. داده نشان سهموی معکوس مسأله حل

معرفی .۱

بدوضع و معکوس مسائل درباره ی مطالعات اولین است. بوده توجه مورد دور سال های از معکوس مسائل
پراکندگی نظریه در معکوس (مسائل فیزیک در مسائلی به ها آن موضوعات که برمی گردد بیستم قرن اول نیمه به
شناسی ستاره پتانسیل)، نظریه و شناسی زلرله الکتریکی، کاوش های در معکوس (مسائل ژئوفیزیک ذرات)،
از علومی که همه به تقریبا معکوس مسائل نظریه ی کاربرد حوزه اخیر، سال های در بود. وابسته علوم دیگر و

است. شده داده توسعه می کنند استفاده ریاضی روش های
بررسی را بدوضع و معکوس مسائل غیرمستقیم یا و مستقیم طور به علمی نشریات از زیادی تعداد امروزه
می گیرند. جای سهموی نوع از جزئی مشتقات با دیفرانسیل معادلات دستۀ در گرما، هدایت مسائل می کنند.
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و می باشند معلوم ترموفیزیکی خواص و اولیه شرایط مرزی، شرایط هندسه، گرما، هدایت مستقیم مسائل در
از تعدادی یا یکی گرما، هدایت معکوس مسائل در می باشد. جواب دامنه داخل در دما توزیع محاسبه هدف
گیری اندازه دماهای مانند دیگر اضافی اطلاعات از استفاده با آنها تخمین هدف، و بوده نامعلوم اطلاعات این

میباشد. جواب ناحیه داخل در شده
معکوس مسأله عددی حل و بررسی به نوشته این در معکوس، مسائل فراوان کاربردهای و اهمیت دلیل به

می باشد: زیر صورت به که می پردازیم اضافی شرط با منبع پارامتر تعیین به مربوط سهموی

ut = uxx + p(t)u(x, t) + f(x, t), (x, t) ∈ ΩT , (۱ .۱)

اولیه شرط با

u(x, 0) = u0(x), 0 ≤ x ≤ 1, (۲ .۱)

مرزی شرایط و

u(0, t) = g1(t), u(1, t) = g2(t), 0 ≤ t ≤ T, (۳ .۱)

صورت های از یکی به اضافی شرط و

u(x∗, t) = E(t), 0 ≤ x1 ≤ 1, 0 ≤ t ≤ T, (۴ .۱)

∫یا l

0

K(x)u(x, t)dx = E(t), 0 ≤ t ≤ T, (۵ .۱)

، g2 ، g1 ، u0 توابع .T > 0 و ΩT = {(x, t) : 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ t ≤ T} آن در که است مفروض
به هستند. مجهول p(t) و u(x, t) توابع و مشخص مثبت اعداد x∗ و T اعداد معلوم، توابع E و K ، f

می کند، صدق زیر رابطه در K(x) هسته ،ρ > 0 ثابت اعداد برخی برای ∫علاوه 1

0

|K(x)|dx ≤ ρ. (۶ .۱)

زیادی کاربردهای شیمیایی نفوذ و کنترل قضیه گرمایی، هدایت فرآیند به مربوط مطالعات در معادلات نوع این
ببینید). را [۷ ،۶] (مراجع دارند

درجه ی (۴ .۱) معادله ی و می شود استفاده منبع پارامتر یک با گرما انتقال فرآیند یک شرح برای (۱ .۱) معادله ی
انرژی می توان (۵ .۱) اضافی شرط از استفاده با چنین هم می دهد. نمایش را t زمان در x∗ نقطه در حرارت

کرد. تعیین دامنه روی را E(t) مطلوب
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یک در گرما انتقال مثلا می شوند، اضافی انتگرالی شرط شامل که یافت می توان دیگری متفاوت مثال های
مشابه مسائل و مسأله این از بیشتر کاربردهای مشاهده برای .[۱۹ ،۱۰] پلاسما در ذره انتشار در نازک لوله

کنید. مراجعه [۲۸–۲۴ ،۱۵ ،۸] به n−بعدی و بعدی یک فضاهای در منبع پارامتر تعیین به مربوط
است. رسیده اثبات به [۳۳ ،۷ ،۵] مراجع در مسأله این جواب های وابستگی و یکتایی وجود،

مرزی، عنصر متناهی، عنصر متناهی، تفاضل مانند دارد، وجود مسأله این عددی حل برای زیادی روش های
اما رفته است کار به مسأله این حل برای متناهی تفاضل روش [۵] در مثال عنوان به متناهی. حجم و طیفی
حل برای پسرو اویلر روش ،[۹] مرجع در است. نیامده میان به صحبتی پایداری و همگرایی تحلیل مورد در
با معکوس مسأله حل برای سینک هم مکانی روش چنین هم رفته است. کار به (۴ .۱) اضافی شرایط با مسأله
از دستگاه یک به مسأله روش، این از استفاده با رفته است. کار به [۳۰] مرجع در غیرموضعی مرزی شرایط

می شود. اثبات روش همگرایی و شده تبدیل ولترا انتگرالی معادلات
مورد مجهول پارامتر دو با معکوس مسأله جواب های برای یکتایی و وجود شرایط [۲۱ ،۱۸ ،۴] مراجع در
قرار مطالعه مورد [۳۶ ،۳۵ ،۲۹ ،۲۰ ،۱۷ ،۱۶ ،۳] مراجع در مشابه مسائل چنین هم گرفته است. قرار مطالعه

است. نیامده میان به صحبتی انتگرالی اضافی شرایط با عددی جواب های درمورد اما گرفته است
منبع پارامتر تعیین به مربوط سهموی معکوس مسأله حل برای عملگر جداسازی روش های از مقاله، این در
ساده تر، مسائل زیر به آن تبدیل و پیچیده معادلات جداسازی با روش، این در می شود. استفاده اضافی شرط با
با سپس هستند. مربوط هم به اولیه شرایط با که می شود حل مناسب انتگرال گیری روش های با زیرمسأله هر

می آید. دست به اصلی مسأله جواب مسائل، زیر از حاصل جواب های ترکیب
ببینید) را [۳۲] (مرجع تروتر۱ لی− جداسازی روش به مربوط عملگر، جداسازی مورد در حاصل نتایج اولین
به روسیه در روش ها این زمینه در زیادی پیشرفت های ۱۹۵۰ −۱۹۶۰ سال های در می باشد. ۱۹۵۰ سال در
کار اساسی ترین نمود. اشاره سامارسکی۴ و یانکو۳ مارچوک۲، توسط آمده بدست نتایج از می توان که آمد وجود
می باشد جزئی و معمولی دیفرانسیل معادلات حل در استرانگ۶ و لی۵ روش های کاربرد حوزه این در پژوهشی
را [۲۲،۱۴] (مراجع بالاتر مرتبه روش های به کارگیری با روش ها، این در ببینید). را [۳۴،۳۱،۲۸،۲] (مراجع
بهبودیافته تکرار روش اولیه، تکرار تابع تر مناسب انتخاب با چنین هم می یابد. کاهش جداسازی خطای ببینید)

ببینید). را [۱۳] (مرجع داد افزایش را دقت مرتبه می توان که می شود حاصل
نیاز ها آن به مقاله این طول در که را نیازهایی پیش دوم بخش در می باشد: زیر های بخش شامل مقاله این
بخش در می شود. ارائه معکوس مسأله حل برای عملگر جداسازی روش سوم بخش در می کنیم. بیان داریم،

دهیم. می نشان فوق مسأله حل برای را پیشنهادی الگوریتم کارایی عددی مثال های ارائه با نیز چهارم

Lie-Trotter۱

Murchuk۲

Yanenko۳

Samarski۴

Lie۵

Strang۶
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نیازها پیش .۲

شرط با (۳ .۱)−(۱ .۱) یا (۴ .۱)−(۱ .۱) مسأله حل برای عملگر جداسازی روش خطای تحلیل منظور به
تبدیلات به کارگیری با می گیرد. قرار استفاده مورد C0 های گروه نیم نظریه ،(۵ .۱) اضافی

u(x, t) = y(x, t) + z(x, t), z(x, t) = g1(t)(1− x) + g2(t)x,

داریم

yt = yxx + p(t)y + g(x, t), (x, t) ∈ ΩT , (۱ .۲)

y(x, 0) = y0(x), 0 ≤ x ≤ 1,

y(0, t) = 0, 0 ≤ t ≤ T,

y(1, t) = 0, 0 ≤ t ≤ T,

زیر صورت به اضافی شرط با

y(x∗, t)dx = ψ(t), 0 ≤ t ≤ T, (۲ .۲)

∫یا 1

0

K(x)y(x, t)dx = χ(t), 0 ≤ t ≤ T, (۳ .۲)

آن در که

g(x, t) = f(x, t)− zt(x, t) + p(t)z(x, t), y0(x) = u0(x)− z(x, 0),

ψ(t) = E(t)− z(x∗, t), χ(t) = E(t)−
∫ 1

0

K(x)z(x, t)dx.

مربوطه شرایط با جواب ها و می شود برده کار به همگن مرزی شرایط با (۱ .۲) مسأله برای نیم گروه نظریه سپس
می آیند. به دست

نوشت، می توان باشد، (۲ .۲)−(۱ .۲) مسأله از جوابی y(x, t) که این فرض با

yxx(x
∗, t) + p(t)y(x∗, t) + g(x∗, t) = ψ′(t), 0 ≤ t ≤ T,

انتگرال شرط گرفتن درنظر با ∫همچنین 1

0

K(x)(yxx + p(t)y + g(x, t))dx = χ′(t), 0 ≤ t ≤ T. (۴ .۲)
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داریم لذا

p(t) =
ψ′(t)− yxx(x

∗, t)− g(x∗, t)

ψ(t)
, 0 ≤ t ≤ T, (۵ .۲)

نوشت: می توان (۳ .۲) فرم به اضافی شرط برای مشابه به طور و

p(t) =
χ′(t)−

∫ 1

0
K(x)yxxdx−

∫ 1

0
K(x)g(x, t)dx

χ(t)
, 0 ≤ t ≤ T. (۶ .۲)

نظر در را زیر اولیه مقدار مسأله .G(t) = [x 7−→ g(x, t)] و Y (t) = [x 7−→ y(x, t)] کنیم فرض
می گیریم،

Yt = AY + F (t, Y ), (x, t) ∈ ΩT , (۷ .۲)

Y (0) = Y0, 0 ≤ x ≤ 1,

و می باشد) x جهت در دوم مشتق A جا این (در است بی کران خطی عملگر یک A آن در که

F (t, Y ) : [0, T ]×X −→ Y,

F (t, Y ) = p(t)Y +G(t),

رابطه، این در می آید. به دست (۶ .۲) یا (۵ .۲) رابطه با p(t) و می باشد Y (t) و t متغیرهای از غیرخطی تابع
می باشد. (۱ .۲) مسأله جواب فضای X

می گیریم. نظر در [0, T ] بازه روی را (۷ .۲) اولیه مقدار مسأله بخش این در عملگر جداسازی روش ۱ .۲
به کارگیری با صورت این در باشد، τ گام طول با و tn = nτ زمان در عددی جواب Yn ≈ Y (tn) کنیم فرض

می گیریم، نظر در [tn, tn+1] زیربازه هر روی را زیر زیرمسائل لی، جداسازی روش

∂v

∂t
= Av, v(tn) = Yn, (۸ .۲)

∂w

∂t
= F (t, w), w(tn) = v(tn+1),

یا

∂w

∂t
= F (t, w), w(tn) = Yn, (۹ .۲)

∂v

∂t
= Av, v(tn) = w(tn+1).
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با می باشد. t = tn در جداسازی تقریب Yn آن در که شوند حل کارا صورت به می توانند فوق زیرمسائل
بیاید، به دست زیر صورت به می تواند جواب ،(۹ .۲) زیرمسائل حل برای عددی های الگوریتم به کارگیری

w(tn+1) = ψτw(t
n), w(tn) = Yn,

v(tn+1) = ϕτv(t
n), v(tn) = w(tn+1),

صورت به تقریبی جواب بنابراین می شوند. مربوط هم به اولیه شرایط با جداسازی مسائل زیر آن در که
می باشد. Yn+1 = ϕτψτ (Yn)

سهموی معکوس منبع مسأله حل برای عملگر جداسازی روش .۳

می رود. کار به زمانی گام هر در عددی جواب های محاسبه برای لی عملگر جداسازی روش بخش این در
شرایط از استفاده با p(t) مقادیر گام، n−امین در عملگر جداسازی روش usp(x, t) تقریبی مقادیر فرض با

می شوند: محاسبه زیر صورت به اضافی

p(t) =
ψ′(t)− yxx(x

∗, t)− g(x∗, t)

ψ(t)
, 0 ≤ t ≤ T, (۱ .۳)

یا

p(t) =
χ′(t)−

∫ 1

0
K(x)yxxdx−

∫ 1

0
K(x)g(x, t)dx

χ(t)
, 0 ≤ t ≤ T, (۲ .۳)

محاسبه مقادیر از استفاده با نتیجه در می باشد. همگن مرزی شرایط با متناظر مسأله جواب y(x, t) آن در که
می شوند تعریف زیر صورت به (۹ .۲) زیرمسائل زمانی، گام n−امین در p(t) شده

wt = F (t, w) = p(t)w + g(x, t), tn ≤ t ≤ tn+1, w(x, tn) = usp(x, t
n), (۳ .۳)

و

vt = Av = ∂2xv, tn ≤ t ≤ tn+1, v(x, tn) = w(x, tn+1), (۴ .۳)

محاسبه برای فوق زیرمسائل است. زمان بعد در شبکه نقاط تعداد N و n = 0, 1, 2, · · ·N − 1 آن در که
می شوند. حل زمانی گام +n)−امین 1) در usp(x, t) تقریبی مقادیر

مرزی شرایط با (۴ .۳)−(۳ .۳) زیرمسائل حل برای جداسازی زیرمسائل حل برای فوریه تبدیلات ۱ .۳
نامتناوب و دیریکله مرزی شرایط که موردی در چنین هم می شود. برده کار به سریع فوریه تبدیل متناوب،
مرزی شرایط برای می تواند نیز کسینوسی فوریه تبدیل می شود. استفاده سینوسی فوریه تبدیل روش باشند،

شود. استفاده نامتناوب و نیومن
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شرایط که این فرض با بگیرید. نظر در را [0, 1] × [0, T ] دامنه روی (۴ .۳)−(۳ .۳) اولیه مقدار مسأله
می شود: نوشته زیر صورت به w(x, t) تابع باشند، متناوب مرزی

w(x, t) =
∞∑

k=−∞

ŵk(t)e
ikπx, (۵ .۳)

هستند: زیر صورت به فوریه ضرایب ŵk آن در که

ŵk(t) =

∫ 1

0

w(x, t)e−ikπxdx. (۶ .۳)

باشیم، داشته را زیر صورت به نقطه M + 1 از یکنواخت شبکه کنیم فرض

xj =
j

M
, j = 0, 1, · · · ,M.

صورت به می تواند xj نقاط در w(x, t) بنابراین .w(xM , t) = w(x0, t) داریم تناوبی، مرزی شرایط با
شود، زده تقریب زیر

w(xj, t) =
M−1∑
k=0

ŵk(t)e
ikπj/M , (۷ .۳)

آن در که

ŵk(t) =
1

M

M−1∑
j=0

w(xj, t)e
−ikπj/M . (۸ .۳)

w(x, t) تقریبی مقادیر محاسبه برای می تواند و می شود نامیده w(x, t) تابع گسسته فوریه تبدیل رابطه این
شود. برده به کار

Y0 اولیه مقدار برابر که بگیرید نظر در tn ثابت زمان در (۳ .۳) معادله ی اولیه جواب به عنوان را w0 مقدار
داریم سریع، فوریه تبدیل به کارگیری با می باشد.

d

dt

M−1∑
k=0

ŵk(t)e
ikπx = p(t)

M−1∑
k=0

ŵk(t)e
ikπx +

M−1∑
k=0

ĝk(t)e
ikπx, (۹ .۳)

ŵk(0) = ŵ0k,

نتیجه، در و

d

dt
ŵk(t) = p(t)ŵk(t) + ĝk(t), (۱۰ .۳)

ŵk(0) = ŵ0k.
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نوشت، می توان (۱۰ .۳) معادله حل با

ŵk(t) = e
∫ t
0 p(s)dsŵ0k +

∫ t

0

e
∫ t
s p(σ)dσĝk(s)ds, k = 0, 1, · · · ,M − 1, (۱۱ .۳)

تابع فوریه ضرایب ĝk(s) و می شوند محاسبه (۸ .۳) رابطه با و هستند w0(x) فوریه ضرایب ŵ0k آن در که
جواب و می شوند زده تقریب سیمپسون قاعده از استفاده با (۱۱ .۳) رابطه در انتگرال ها می باشند. g(x, s)
v(x, 0) = یعنی می باشد، (۴ .۳) معادله ی برای اولیه مقدار یک که شد خواهد محاسبه (۳ .۳) معادله ی

.w(x, t)
داریم: ،(۴ .۳) معادله ی جواب محاسبه برای مشابه، طور به

v(x, t) =
M−1∑
k=0

v̂k(t)e
ikπx, (۱۲ .۳)

نوشت، می توان ،(۴ .۳) معادله ی در جایگذاری با و

d

dt
v̂k(t) = −k2π2v̂k(t), (۱۳ .۳)

v̂k(0) = v̂0k.

داریم، اخیر رابطه ی حل با

v̂k(t) = e−k2π2tv̂0k, k = 0, 1, · · · ,M − 1. (۱۴ .۳)

فرمول به کارگیری با می باشد. v(x, tn+1) مقدار با متناظر که می شود محاسبه v(x, t) جواب بنابراین،
داریم: لی، عملگر جداسازی

y(x, tn+1) = v(x, tn+1),

صورت به گام +n)−امین 1) در usp(x, t) مقادیر و

usp(x, t
n+1) = y(x, tn+1) + z(x, tn+1)

شد. خواهد محاسبه
نامتناوب و دیریکله مرزی شرایط با فرضی معکوس منبع مسأله حل برای

u(., t) = 0, (x, t) ∈ ∂Ω× [0, T ],

نیومن مرزی شرایط برای و سینوسی فوریه تبدیل

∂u

∂x
(., t) = 0, (x, t) ∈ ∂Ω× [0, T ],

ببینید). را [۲۳] (مرجع رود می کار به کسینوسی فوریه تبدیل
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از استفاده با می گیریم. نظر در مفروض مرزی و اولیه شرایط با ΩT = Ω× [0, T ] روی را (۳ .۳) مسأله
شود، نوشته زیر صورت به می تواند جواب سینوسی، فوریه سری

w(x, t) =
∞∑
k=1

ŵk(t) sin(kπx), (۱۵ .۳)

می شود، زده تقریب زیر صورت به که

w(x, t) =
M∑
k=1

ŵk(t) sin(kπx), (۱۶ .۳)

صورت به سینوسی فوریه تبدیل اخیر رابطه ی در .w(x, 0) = w0 داریم و است فوریه ضرایب ŵk آن در و
بود، خواهد زیر

ŵk(t) = 2

∫ 1

0

w(x, t) sin(kπx)dx. (۱۷ .۳)

نوشت، می توان (۳ .۳) رابطه ی در (۱۶ .۳) جای گذاری با نتیجه در

M∑
k=1

d

dt
ŵk(t) sin(kπx) = p(t)

M∑
k=1

ŵk(t) sin(kπx) +
M∑
k=1

ĝk(t) sin(kπx), (۱۸ .۳)

ŵk(0) = ŵ0k,

می شود، منجر زیر رابطه ی به که

d

dt
ŵk(t) = p(t)ŵk(t) + ĝk(t), ŵk(0) = ŵ0k. (۱۹ .۳)

شود، نوشته زیر صورت به می تواند اخیر معادله ی جواب

ŵk(t) = e
∫ t
0 p(s)dsŵ0k +

∫ t

0

e
∫ t
s p(σ)dσĝk(s)ds, k = 1, 2, · · · ,M, (۲۰ .۳)

رابطه ی در انتگرال ها می شوند. محاسبه (۱۷ .۳) رابطه ی با که هستند w0(x) تابع فوریه ضرایب ŵ0k آن در که
یک که می شود محاسبه (۳ .۳) معادله ی جواب لذا می شوند. زده تقریب سیمپسون فرمول از استفاده با (۲۰ .۳)

.v(x, 0) = w(x, t) یعنی می باشد، (۴ .۳) برای اولیه مقدار
داریم ،(۴ .۳) معادله ی جواب محاسبه ی برای مشابه، طور به

v(x, t) =
M∑
k=1

v̂k(t) sin(kπx), (۲۱ .۳)
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آید، می دست به زیر رابطه ی با v̂k(t) ی فوریه ضریب و

v̂k(t) = 2

∫ 1

0

v(x, t) sin(kπx)dx. (۲۲ .۳)

داریم، (۴ .۳) معادله ی در (۲۱ .۳) جایگذاری با

d

dt
v̂k(t) = −k2π2v̂k(t), (۲۳ .۳)

v̂k(0) = v̂0k,

می شود، محاسبه زیر صورت به جواب آن، در که

v̂k(t) = e−k2π2tv̂0k, k = 1, 2, · · · ,M. (۲۴ .۳)

داریم لی، جداسازی فرمول از استفاده با می باشد. v(x, tn+1) با متناظر که می شود محاسبه v(x, t) نتیجه در

y(x, tn+1) = v(x, tn+1),

می شوند. محاسبه گام +n)−امین 1) در usp(x, t) مقادیر نتیجه در و

عددی نتایج .۴

چنین هم و پردازیم می عددی مثال چندین مرور به عملگر جداسازی روش صحت ارزیابی برای بخش این در
معادلات جواب بسط برای سینوسی فوریه تبدیل روش می شوند. حل فوریه تبدیل از استفاده با زیرمسائل
می شوند. محاسبه زمانی گام (n+1)−امین در فوریه فضای در جواب ها و می شوند برده کار به (۴ .۳)−(۳ .۳)

ایم. کرده محاسبه h و τ مختلف مقادیر برای را عددی نتایج لی، عملگر جداسازی روش کارایی اثبات برای
باشد (۵ .۱) یا (۴ .۱) فرم به مفروض اضافی شرایط با (۳ .۱)−(۱ .۱) مسأله جواب فضای X کنیم فرض
نرم X باناخ فضای روی usp(x, t) تقریبی جواب برای ببینید). را [۱۲] (مرجع است باناخ فضای یک که

می شود، محاسبه زیر صورت به جواب ها

‖ej‖X = ‖u(xi, T )− usp(xi, T )‖X , (۱ .۴)

از استفاده با شده محاسبه تقریبی جواب usp(xi, T ) و می باشد (1 ≤ j ≤ J) ، τj با متناظر ej آن در که
می باشد. معکوس مسأله در جداسازی روش

می شود، تعریف زیر صورت به خطا ماکزیمم نرم قسمت این در

L∞ − norm = max
1≤i≤M

|u(xi, T )− usp(xi, T )|, (۲ .۴)
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از، عبارتست پیشنهادی روش محاسباتی مرتبه و

log(
∥ej∥

∥ej+1∥)

log(
τj

τj+1
)
.

که می شود تعریف ep(T ) = |p(T )− P (T )| صورت به انتهایی زمان در منبع پارامتر خطای چنین هم
است. تقریبی جواب P (T ) آن در

نظر در را زیر مفروض های داده با ΩT = [0, 1] × [0, 1] دامنه ی روی (۴ .۱)−(۱ .۱) مسأله .۱ .۴ مثال
می گیریم،

f(x, t) = −(1− e4t)(e−
π2

4
t cos(

π

2
x)),

u0(x) = cos(
π

2
x),

g1(t) = e−
π2

4
t, g2(t) = 0,

x∗ =
1

2
, E(t) =

√
2

2
e−

π2

4
t,

از، عبارتند دقیق جواب های و

u(x, t) = e−
π2

4
t cos(

π

2
x), p(t) = 1− e4t.

.1.76×10−3 از عبارتست h = τ = 0.01 مقادیر ازای به انتهایی زمان در منبع پارامتر خطای مثال، این در
h = 0.01 برای T انتهایی زمان در ۱ جدول در لی عملگر جداسازی روش محاسباتی مرتبه و خطا ماکزیمم نرم

شده اند. محاسبه τ مختلف مقادیر و

برای ۱ .۴ مثال در لی جداسازی روش محاسباتی مرتبه و خطا ماکزیمم نرم .۱ جدول
τ مختلف مقادیر و h = 0.01

فوریه تبدیل روش τ
محاسباتی مرتبه ماکزیمم نرم

0.3708 1
8

1.0712 0.1765 1
16

1.1537 0.0793 1
32

1.3469 0.0312 1
64

1.6681 0.0098 1
128

1.9784 0.0025 1
256

2.3326 0.0005 1
512

1.0092 0.0002 1
1024

{(x, t) دامنه ی: در را عملگر جداسازی روش به مربوط خطای تابع و usp(x, t) تقریبی جواب های ۱ شکل
دهد. می نشان τ = 1

1024
و h = 0.01 برای 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ t ≤ 1}
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(ب) (آ)

برای ۱ .۴ مثال در (ب) مربوطه خطای تابع و (آ) usp(x, t) تقریبی جواب های .۱ شکل
τ = 1

1024
و h = 0.01

10-4 10-3 10-2 10-1 100

dt

10-4

10-3

10-2

10-1

100

101

er
ro

r 
no

rm

L  norm

τ مختلف مقادیر و h = 0.01 برای ۱ .۴ مثال در خطا نرم .۲ شکل

گام طول مختلف مقادیر ازای به و ۲ شکل در لی عملگر جداسازی روش از استفاده با خطا ماکزیمم نرم
می کاهش نیز خطا نرم زمانی، گام طول کاهش با که دید می توان شکل این در شده اند. داده نشان زمانی
[۱] و [۱۱] مراجع در مشابه موارد با حاصل نتایج مقایسه می باشد. پیشنهادی روش همگرایی بیانگر که یابد
حل برای نیکلسون کرانک روش و هموتوپی تحلیل روش مراجع این در می باشد. فعلی روش برتری بیانگر
مراجع در چنین هم می باشد. 10−3 خطا ماکسیمم نرم مقدار کمینه و است شده برده بکار (۴ .۱)–(۱ .۱) مسأله
جداسازی روش بکارگیری به توجه با چنین هم است. نشده بررسی عددی مثال های در همگرایی نرخ شده ذکر
در رفته بکار محاسباتی زمان لذا و می شود حل موجود عملگر با متناظر بهینه روش با مسأله زیر هر عملگر،

است. کمتر پیشنهادی روش

می گیریم، نظر در زیر های داده با ΩT = [0, 1]× [0, 1] دامنه ی روی را (۴ .۱)−(۱ .۱) مسأله .۲ .۴ مثال

f(x, t) = ((t− 1) sin(x) + (1− 2t)
1

2
x sin(x))e−t3−t2−1,

u0(x) = −1

2
sin(x)e−1,
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g1(t) = 0, g2(t) = −1

2
sin(1)e−t3−t2−1,

x∗ =
1

2
, E(t) = −1

2
sin(

1

2
)e−t3−t2−1,

از، عبارتند دقیق جواب های و

u(x, t) = −1

2
sin(x)e−t3−t2−1, p(t) = −3t2 − 1.

جداسازی زیرمسائل فوریه تبدیل روش از استفاده با و می شود استفاده مثال این حل برای لی جداسازی روش
ازای به انتهایی زمان در usp(x, t) جواب های برای خطا ماکزیمم نرم مقادیر ، ۲ جدول در می شوند. حل
تولید برای لی جداسازی روش توانایی و کارایی گر بیان که شده اند ارائه τ مختلف مقادیر و h = 0.01

می باشد. بالا دقت با تقریبی جواب های

مقادیر و h = 0.01 برای ۲ .۴ مثال در محاسباتی مرتبه و خطا ماکزیمم نرم .۲ جدول
τ مختلف

فوریه تبدیل روش τ
محاسباتی مرتبه ماکزیمم نرم

0.2026 1
8

1.0893 0.1005 1
16

1.0543 0.0495 1
32

1.0430 0.0240 1
64

1.0468 0.0113 1
128

1.0587 0.0049 1
256

1.0784 0.0018 1
512

1.1074 0.0005 1
1024

نشان را {(x, t) : 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ t ≤ 1} دامنه در مربوطه خطای تابع و تقریبی جواب های ۳ شکل
.0.5× 10−4 از عبارتست τ = 1

1024
و h = 0.01 مقادیر با انتهایی زمان در منبع پارامتر خطای دهد. می

شده آورده ۴ شکل در X باناخ فضای روی انتهایی زمان در usp(x, t) جواب های برای خطا نرم مقادیر
مقایسه یابد. می کاهش خطا نرم مقادیر شبکه، نقاط تعداد افزایش با می شود مشاهده که همانطور است.
روش مراجع این در می باشد. فعلی روش برتری بیانگر [۱] و [۱۱] مراجع در مشابه موارد با حاصل نتایج
مقدار کمینه و است شده برده بکار (۴ .۱)–(۱ .۱) مسأله حل برای نیکلسون کرانک روش و هموتوپی تحلیل
نشده بررسی عددی مثال های در همگرایی نرخ شده ذکر مراجع در همچنین می باشد. 10−3 خطا ماکسیمم نرم

است.

نظر در زیر داده های با و ΩT = [0, 1] × [0, T ] دامنه روی را (۵ .۱) و (۳ .۱)−(۱ .۱) مسأله .۳ .۴ مثال
بگیرید،

f(x, t) = e−t(−2 cos(x)− (1 + t2)(x− 1) sin(x)),

u0(x) = (x− 1) sin(x),
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(ب) (آ)

برای ۲ .۴ مثال در (ب) مربوطه خطای تابع و (آ) usp(x, t) تقریبی جواب های .۳ شکل
τ = 1

1024
و h = 0.01

10-4 10-3 10-2 10-1 100

dt

10-4

10-3

10-2

10-1

100

er
ro

r 
no

rm

infinity norm

τ مختلف مقادیر و h = 0.01 برای ۲ .۴ مثال در خطا نرم .۴ شکل

g1(t) = g2(t) = 0,

K(x) = 1, E(t) = e−t(sin 1− 1),

از، عبارتند دقیق جواب های

u(x, t) = e−t(x− 1) sin(x), p(t) = 1 + t2.

جواب ۵ شکل می شوند. محاسبه ونتایج می شود برده کار به مثال این در T = 1 برای لی جداسازی روش
نتایج این دهد. می نشان τ = 1

1024
و h = 0.01 ازای به انتهایی زمان در را مربوطه خطای تابع و تقریبی

دهد. می نشان مسأله این حل برای را روش بالای صحت
نرم علاوه به .3.09×10−4 از عبارتست T = 1 انتهایی زمان در منبع پارامتر برای خطا نرم مثال، این در
شده اند. آورده ۶ شکل در X باناخ فضای روی انتهایی زمان در usp(x, t) جواب های برای خطا مختلف های
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(ب) (آ)

برای ۳ .۴ مثال در (ب) مربوطه خطای تابع و (آ) usp(x, t) تقریبی جواب های .۵ شکل
T = 1 زمان در τ = 1

1024
و h = 0.01

10-4 10-3 10-2 10-1 100

dt

10-4

10-2

100

er
ro

r 
no

rm

L  norm

τ مختلف مقادیر و h = 0.01 برای ۳ .۴ مثال در خطا نرم .۶ شکل

زمانی، های گام تعداد افزایش با شکل این در شده اند. محاسبه τ مختلف مقادیر و h = 0.01 برای نتایج این
دهد. می نشان را روش همگرایی که یابد می کاهش خطا نرم

با مرجع این در است. شده حل سینک هم مکانی روش از استفاده با [۳۷] شماره مرجع در مثال این
صریح روش یک بکارگیری با سپس و می شود تبدیل ولترا انتگرال معادله به معادله خاص تبدیلات بکارگیری
نرم مقدار می شود. جایگزین خطی جبری معادلات از سیستم یک با معادله این سینک توابع خصوصیات و
روش از استفاده با که حالی در می باشد. 6× 10−3 مقدار [۳۷] مرجع در تقریبی جواب برای خطا ماکسیمم

می باشد. پیشنهادی روش برتری بیانگر که 8× 10−4 از عبارتست متناظر مقدار عملگر جداسازی

نتایج .۵

گرفته قرار مطالعه مورد اضافی شرط با سهموی معکوس مسأله حل برای جداسازی روش مقاله، این در
با سپس و پرداخته منبع پارامتر تعیین به اضافی شرط از استفاده با ابتدا در مسأله، این حل برای  است.
می شود. حل فوریه تبدیلات از استفاده با مسأله زیر هر تر، ساده زیرمسائل به آن تبدیل و مسأله جداسازی
حاصل نتایج آید. می دست به مفروض مسأله جواب زیرمسائل، از حاصل عددی جواب های ترکیب با درنتیجه
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می باشد. پیشنهادی روش صحت و کارایی نشاندهنده معکوس منبع مسأله حل برای جداسازی روش کاربرد از
دهد. می نشان را روش همگرایی که یابد می کاهش خطا زمانی گام طول کاهش با چنین هم

معکوس مسائل حل برای تکراری جداسازی روش مانند جداسازی روش های دیگر از می توان آینده کارهای در
آن حل برای را جداسازی روش های می توان بالاتر، ابعاد در مسأله گرفتن نظر در با چنین هم کرد. استفاده

کرد. بررسی
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