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1. Introduction 
Modern composite materials, which are widely used in the 

structure of spacecraft and rockets due to their high 

strength, are now widely considered in the commercial 

airframe bodies. About 40 years ago, the first generation 

of composite structures was made from the combination 

of aluminum and carbon-epoxy structures. In this article, 

the governing equation for free vibrations of a lattice 

cylindrical composite shell is presented as a formula. The 

lattice shell consists of a large number of helical and 

circumferential ribs and is modeled as a continuous 

orthotropic thin cylinder with variable stiffness. The 

cylinder is considered with different boundary conditions 

and the solution of the dynamic equations of the shell is 

based on Fourier and Galerkin Decomposition Methods. 

By using these methods, analytical formula presented for 

calculating the fundamental frequency of the lattice 

structure is made starting from a specific density of the 

lattice structure and does not depend on the number of 

helical ribs. This result is verified by Finite Element 

Analysis (FEM). The applications of this formula are for 

determining the parameters of lattice structures and 

designing composite lattice shells based on fundamental 

frequencies. In this study, the governing equations for free 

vibrations of a lattice composite structure are analytically 

obtained by the Galerkin method and also the results of 

the analytical method are compared with the results of the 

FEM. 

 

2. Governing equations 

In this study, the governing equations of the lattice 

structure shell are derived and then the equation of 

Winkler-Pasternak foundation are added, which forms a 

new governing equation. The new governing equation is 

solved. The composite lattice cylindrical structure is 

considered as it is surrounded by a linear, homogeneous 

and elastic foundation in the axial direction from the outer 

radius. The Winkler-Pasternak foundation can be 

assumed as radial and shear layer springs with two 

stiffness coefficients K and G in the longitudinal axes. 
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Since it is assumed that the springs have pure 

displacement, they are completely independent and have 

no combined and coupling effects on each other.  

 

 
 

Figure 1. Parameters of the lattice structure 

 

The equation of motion is derived using the classical 

theory of orthotropic cylindrical shells. Figure 1 shows 

the geometrical parameters of the lattice structure. The 

Winkler-Pasternak foundation term can be added to the 

third term of Equation 1; 
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By solving the obtained equation with the assumed 

boundary conditions, the natural frequency is obtained for 

the lattice cylindrical shell rest on the Winkler-Pasternak 

elastic foundation. Now, trigonometric series can be used 

to find the response of the change of location along the 

circumference of the cylinder, which is repeated 

alternatively. The obtained formula is a direct relationship 

to obtain the natural frequency of a cylindrical lattice shell 

considering the Winkler-Pasternak elastic foundation, 
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which can be used in the design of lattice structures to 

reduce calculation time. 

3. Numerical results and verifications 

In order to obtain a unit model, it is considered that for the 

foundation a series of springs can be considered as spring 

elements along the radius of the cylindrical shell in the 

outer part as Winkler and Pasternak parameters. The 

results showed that by adding an elastic foundation, the 

Winkler and Pasternak modulus coefficients have a great 

effect on increasing the natural frequencies of the lattice 

structure. By deriving the governing equations with 

boundary conditions, using the Galerkin method, it is 

obtained with and without an elastic foundation, and it is 

in good agreement with the results of the FEM. Figure 2 

shows that the results obtained from the analytical 

solutions are in good agreement with the results of 

reference 4 for the lattice structure without elastic 

foundation. It also shows that the results of the analytical 

solutions considering the elastic foundation are in good 

agreement with the results of the FEM. 

 

 
 

Figure 2. Comparison of Natural Frequencies of a Lattice 

Structure with/without Winkler-Pasternak Foundation 

with ns=48 Ribs 
 

Four mode shapes are shown in Figure 3 for values of k 

= 100 and G = 0 N/m³. The changes of the Winkler 

coefficient of the elastic foundation, K, from 0 to 2×106 

and its effect on the fundamental frequency are shown.  

 

4. Conclusion 

The problem of free vibrations of the composite lattice 

cylindrical shell surrounded by the Winkler-Pasternak 

foundation is raised with different boundary conditions. 

Assuming the characteristics of effective orthotropic 

stiffness, the continuous model was replaced with a 

lattice structure, and the analytical formula was obtained 

using the Fourier and Galerkin method. 

 

 
 

Figure 3. First, third, fifth and seven mode shapes 

 

The continuous formula for the natural frequencies of 

the lattice shell enclosed in an elastic medium was solved 

and the results were checked and verified using the FEM. 

For FEM simulations, Winkler and Pasternak 

characteristic coefficients were replaced by shear and 

radial springs, respectively. The natural frequency of the 

base of the system depends on the characteristics of the 

elastic foundation, so changing the stiffness of the radial 

and shear springs causes change in the natural 

frequencies. It was observed that by increasing the 

stiffness of the springs, more stability in the system can 

be expected. The effectiveness of the analytical formula 

was checked and verified using numerical calculations. 

The obtained parametric formula can prove its efficiency 

and suitability for obtaining the free vibrations of the 

cylindrical lattice structure which are equalized by the 

Winkler-Pasternak foundation with radial and shear 

springs for analysis and also possible design. The designer 

can calculate the effects of changing materials, density, 

structure length, structure diameter, fiber texture angle, 

and the number of ribs in the substrate required for 

different missions and frequency control without 

spending significant time and money. By increasing the 

stiffness of shear and radial springs, it is possible to obtain 

the desired stability for sensitive aerospace structures. 

Increasing the length in the structure causes the natural 

frequency to decrease. Therefore, by designing a suitable 

foundation, sufficient stability is obtained for it. 
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دنده مایل و محیطی با فواصل  تعداد زیادی ازها باشند. این سازهها در صنایع هوایی در سالهای اخیر میهای مشبک کامپوزیتی از پرکاربرترین سازهازهس  چکیده
 ارتعاشات لهمسئ یل براو راه ح یلیتحل انیب کیحاضر شامل  مطالعهباشند. و علاوه بر استحکام، از نظر وزنی بسیار سبک میتشکیل شده مشخص از یکدیگر 

-وینکلر بستر الاستیک رفتنبا در نظر گای استوانه شبکمسازه  یعیمحاسبه فرکانس طب یبراای پیوسته. فرمول باشدمی تیشبک کامپوزم یاپوسته استوانه کیآزاد 
بصورت  ر الاستیکده در دو حالت بدون بستر و با بستبدست آم جینتا. حاصل گردید نیو گالرک هیفور روشبر اساس  هپوست حاکم براز معادلات  پاسترناک

 بیضرا ،محدود یروش اجزا هاییساز هیشب یبرا .قرار گرفته است دییتأ موردمحدود  روش اجزای بهسازی توسط مدلتحلیلی محاسبه گردیده و صحت نتایج 
داشته،  یبستگ کیستبستر الا یها یژگیبه و ستمیس هیپا یعطبی فرکانس. نداشده نیگزیجا یو شعاع یبرش یبا فنرها بیو پاسترناک به ترت نکلریو هاییژگیو

 نیتخم یبراوه بر آنکه روشهای ارایه شده در این مطالعه، علا .شودیم یعیطب هایدر فرکانس رییتغ جادیباعث ا یو برش یشعاع یفنرها یسخت رییتغ نیبنابرا
مکانیکی  لیو تحل هیدر تجز تیشبک کامپوزم یاارتعاشات پوسته استوانه لیتحل یابیارز یبرا یابزار نیهمچن رود،بکار می هیاول یفرکانس در مرحله طراح

 .باشدمی

 فرکانس طبیعی، روش فوریه، روش گالرکین، اجزای محدودسازه مشبک کامپوزیتی،   هاي کلیديواژه

 

The Effect of Winkler-Pasternak Foundation Coefficients on the Natural Frequency of Cylindrical 

Lattice Structures Using Galerkin Method 

 
Amir Hossein Hashemian                             Ehsaneh Mohammadpour Hamedani  

 

Abstract  Composite Lattice structures are one of the most widely used structures in the aerospace industry in recent years. 

These structures are composed of a large number of oblique and circumferential ribs with specific distances from each other 

and in addition to strength, they are very light in terms of weight. The present study includes an analytical expression and a 

solution to the problem of free vibrations of a composite lattice cylindrical shell. The continuous formula for calculating the 

natural frequency of a cylindrical lattice structure was obtained by considering the Winkler-Pasternak elastic foundation from 

the governing equations of the shell based on Galerkin methods. This formula, in addition to being used to estimate the frequency 

in the initial design phase, is also a tool for evaluating the vibration analysis of composite lattice shells in mechanical analysis. 

The results have been calculated analytically in two cases with and without elastic foundation and the accuracy of the results 

has been confirmed by finite element modeling. For finite element method simulations, Winkler and Pasternak coefficients have 

been replaced by shear and radial springs, respectively. The natural base frequency of the system depends on the properties of 

the elastic substrate, so changing the stiffness of the radial and shear springs causes a change in the natural frequencies.  

 

Keywords  Lattice Composite Structure, Natural Frequency, Fourier Method, Galerkin method, FEM 
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 مقدمه

ها در آن یاستحکام بالا تیمدرن که از خاص یتیمواد کامپوز
استفاده  ایگسترده صورت به هاو راکت ماهایساخت فضاپ

 یماهایدر ساخت بدنه هواپ یعیاکنون بطور وسهم شود،یم
 نیسال قبل اول 40مورد توجه قرار گرفته است. در حدود  یتجار

 یومینیآلوم یاهسازه بیاز ترک یتیکامپوز هاینسل از سازه
 انیموضوع در جر نیتریاصل .ساخته شده است یاپوکس -وکربن

مناسب و  تیفیاختصاص ک یمشبک چگونگ هایساخت سازه
 یها است که اعضاء اصلتمام دنده یابه برامش یکیخواص مکان

 یکه به خوب یتیسازه مشبک کامپوز کیتحمل بارها هستند. 
است. قسمت  یلخود تعاد تیخاص یشده باشد دارا یطراح

را به  یفشار یروین لیما یهادنده یو محور یفشار یروهاین
در  ایو  کندیم لیتبد یطیتنش مح یرویو ن یطیمح یهادنده

 یالقا شده است، لذا فشار داخل یبه فشار داخل هیشب یرپوسته اث
 تیاست، حساس لیما یهادهندهکه سبب حفظ شکل و تعادل فرم

به  ایشکل نامطلوب کاهش داده و  رییپوسته را به صورت تغ
در  یلذا نو آور است. شیقابل افزا یبحران یرویآستانه ن یعبارت
در  هیاول یها یرسدر بر یلیتحل عیسر یفرمول ها ای یسازمدل

 یایمورد توجه محققان بس دهیچیپ یهاسازه نیو ساخت ا یطراح
 کیارتعاشات آزاد  معادله حاکم بردر این مقاله  قرار گرفته است.

ارائه فرموله شده بصورت  یتیشبک کامپوزم یاپوسته استوانه
 و چیمارپهای دنده یادیپوسته مشبک از تعداد ز گردیده است.

استوانه نازک  کیبصورت و  گردیده لیتشک یاقهحل یهادنده
استوانه  شده است. یسازمدلمتغیر  یبا سخت پیوسته کیارتوتروپ

حل معادلات و  مختلف در نظر گرفته شدهبا شرایط مرزی 
. باشدمی نیو گالرک هیفور هیتجزروش پوسته بر اساس  دینامیکی

 یبرارائه شده ا یلیفرمول تحل ،های بکار رفتهروشبا استفاده از 
 یبا شروع از تراکم خاص، سازه مشبک یمحاسبه فرکانس اساس

 مورب یهاتعداد دنده بهصورت پذیرفته و شبک ماز ساختار 
 یاجزا لیو تحل هیبا استفاده از تجز جهینت نیندارد. ا یبستگ

 محدود
 نییتع یفرمول برا نیا یکاربردها گیرد.قرار می دییتأمورد  

 مشبک یهاپوسته یطراح ومشبک  یهاسازه یپارامترها
 هایبررسی. باشدمی یاساس  یهافرکانس ی بر اساستیکامپوز

 یبرا یابزار فرمول تحلیلی کارآمد و گرنشانارائه شده  یعدد
 یابیارز یتواند برایاست که م یفرکانس اساس عیمحاسبه سر

 لیو تحل هیدر تجز یتیکامپوز مشبک یهاپوسته یساختار یسخت
ی کیمکان لیو تحل هیبه طور معمول، تجز .گردداستفاده  یطراح
 ایو  های پیوستهمدلبا استفاده از  ی مشبکااستوانه یها پوسته

 بامشبک  لندری، سوستهیدر مدل پ. شود یانجام ممدلهای گسسته 
گردد، که می نیگزیجا "شبه معادل" ،پیوسته کیپوسته ارتوتروپ

-یم اصلیمشبک  پوستهبه  ستهوابثر وم یسخت یپارامترها یدارا
طور  بهآن  ینسب یسادگ لین روش به دلاستفاده از ای .باشد

شبک م یهاپوسته یو طراح لیو تحل هیدر تجز یاگسترده
مختلف  یهامدلمقالات متعددی از  شود.یاستفاده م تیکامپوز
و  فیلیواستوسط   دیگرایزو-مشبک ان یاز ساختارها ایپیوسته

 هیتجزهمچنین  .[1]اند منتشر شدهیات علمی در نشرموروزوف 
 یشبک بر اساس مدل هام یهامختلف پوسته یها لیو تحل

و ولموروگان  نی، بوراگوا [2]و گوردال  توتاروتوسط پیوسته 
گزارش  شنگ و همکارانژ، [5]، توتارو [4] ریها و ، پاسچرو[3]

 ،[7] گرامول و Houتوسط همچنین در مقالاتی . [6]شده است 
، فن و همکاران [9]و همکاران  ی، فرولون[8]ژانگ و همکاران 

و  هیحاصل از تجز جینتا، [11]موروزوف و همکاران  و [10]
 به روش اجزایرا  تیکامپوز مشبک یاهاستوان یهاپوسته لیتحل

انتشار  لیتحلنش ایوشیماسا و همکار است.محدود منتشر شده 
و  یدو بعد یتار تناوبساخ یبا استفاده از تئور ارتعاشی موج

موج با  لتریخواص ف یعدد یابیارز یبرارا  محدود یروش اجزا
 یهاپاسخو آمده دستبه جینتاکردند.  یمحاسبات کمتر معرف

 یهندس خواصایشان  مقایسه گردید. اجزای محدود یسازهیشب
 یبرا یکردیرورا با  موج لتریخواص مختلف ف باساختار شبکه 

موج گسترده تر و  لتریف خواص رکب باسازه مشبک م یطراح
 .[12] دادند شبک ارائهمنوع ساختار  نیچند بیترک ومطلوب 

مطالعه و بررسی ارتعاشات آزاد ورق میکائیلی و همکارانش به 
، های حرارتی بکار گرفته شدههای مشبک هدفمند در محیط

. معادلات تعادل حاکم، بر اساس نظریه تغییر شکل پرداختند
تبه اول که شامل مؤلفه های جابجایی و دورانی می باشد، برشی مر

شرایط مرزی چهار طرف گیردار به  به دست آمده و با فرض
روش انرژی حل شده است. با حل مسأله مقدار ویژه، رفتار 
 ارتعاشی سازه در محیط حرارتی )با حضور تنش حرارتی( تعیین

ته مورد شده است. نتایج تحلیلی و عددی با نتایج آثار گذش
لی و همکارانش  .[13] مقایسه و صحت سنجی قرار گرفته است

با تقویت کننده  دیزوگریارتعاش آزاد ا یرفتارها یبررس به
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نسبت به  HISC یایخواص مواد، مزا نییتع ایشان با .اندپرداخته
بحث قرار گرفت و  مورد (ISC) دیزوگریشده ا تقویت لندریس
 محکمفوق سبک و  نهیبه یطراح یبرا یتواند به عنوان مرجع یم

 کیرفتار ارتعاش آزاد بانی جمالی و همکارانش  .[14] عمل کند
را  شده تیتقومدرج تابعی دوار و  یمخروط پوسته مشبک
 کیکلاس هینظرمعادلات حاکم بر اساس ایشان  .بررسی کردند

از مرکز  زیدر نظر گرفتن اثرات شتاب گرکرده  با پوسته استخراج 
چرخش  لیبه دلمحیطی  هیکشش اول نیهمچن و سیولیو کور
 یمرزها یبرا نیروش گالرک در نظر گرفته اند. مسئله با پوسته

 یهابه دست آمده با فرکانس یهافرکانسگردیده و مختلف حل 
-نرم جینتاشده است. در ضمن  سهیمقادر سایر منابع موجود 

ختلف م یپارامترها رینشان دادن تأث یبرامحدود  یاجزا یافزار
ها، سرعت کنندهتقویت خواص مواد،  وپوسته  یمانند هندس

  .[15] ه استمورد بحث قرار گرفتی مرز طیچرخش، و شرا
 در این مقاله معادلات حاکم بر دینامیک و ارتعاشاااات آزاد      

با روش یک سااازه کامپوزیتی مشاابک با شاارایط مرزی مختلف 
سپس     رگال ست آمده و  صورت تحلیلی بد صل از  نتایج حاکین ب

روش اجزای محدود مقایسااه  با نتایج حاصاال ازروش تحلیلی 
اسبه که دارای خواص لازم برای مح. انتخاب المان تیر اندگردیده
شی   های مختلفوتحلیل شد،  میارتعا سیدن با  از موارد مهم در ر

 .استبه نتایج دقیق و درصد خطای کمتر 
 

 معادلات حاكم

 یطراح ریمتغط شاش  وسا ت ی غیر ایزوگریدااساتوانه  یهاساازه 
س  یپارامترها و Lو طول  Dقطر  شوند. معرفی می سازۀ   یهند

شبک کامپوز  سته )ارتفاع دنده ما   شامل   یتیم در  لیضخامت پو
 ،φنساابت به طول  لیما یهادنده هیزاو ، h( یقطع برش عرضاا

ض  لیو ما یعمود یهابیضخامت ر   و cδو  hδ یدر مقطع عر
له    م  یعمود یها بی ر یها فاصااا مایش داده   haو  ca لی او  ن

مختصاااات و پارامترهای  (الف و ب-1)های شاااکل شاااود.می
استخراج معادلات  یبرادهند. هندسی سازه مشبک را نمایش می  

  کی، از مشاابک یاپوسااته اسااتوانه یعیطب یهاحاکم بر فرکانس
 یدر جهت شعاع  کیالاست  هیپابر  کیکلاس  یو مدل ساز  هینظر

ست.       شده ا ستفاده  سته    در مقاا ضر معادلات حاکم بر پو له حا
ستخراج گردیده و      شبک ا ستر وینکلر سپس  سازه م -معادلات ب

گردد که معادلات حاکم جدیدی را پاسااترناک به آنها اضااافه می

مدل و  قیدق یبه منظور بررس گردد. تشکیل داده و نهایتا حل می 
 کی، هر مشبک  یامعادلات حرکت پوسته استوانه   بدست آوردن 

 گانه بحث شده است.جدابطور 
  

ب بدین ترتی تیمشبک کامپوز یاساختار استوانه  .معادلات بستر
 کیتوسط  ،یخارجشعاع نظر گرفته شده است که از طرف در 

شده احاطه  یدر جهت محور کی، همگن و الاستیخط بستر
 هیلا یتوان به عنوان فنرهایپاسترناک را م-نکلریو بستراست. 

 یطول یدر محورها Gو  K یسخت بیبا دو ضر یو برش یشعاع
خالص  ییجابجا یاست که فنرها دارا نیفرض کرد. فرض بر ا

 با یو جفت یقیاثر تلف چیهستند، آنها کاملاً مستقل بوده و ه
 P(x,y) یبه بارگذار بستر معمولندارند. پاسخ ساده و  گریکدی

 صورت نوشت: نیتوان به ایرا م
 

(1) 2( , )p x y Kw G w   
 

 است. لاپلاس عملگر2 است و y در امتداد ییجابجا w که در آن
 

(2)  

2 2
2

2 2 2

1

R 

 
  

  

، یااستوانه پوسته γ و α  ،βمختصات،   یمحورها (1)شکل   
 دهد.یرا نشان م Lو طول  Rبا شعاع 

 
 مختصات و تغییر شکل در جهات طولی، محیطی   الف-1شکل 

  [1] عاعیو ش
 

 
 

 [1]نمایش پارامترهای هندسی سازه مشبک   ب-1شکل 
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عادله حرکت با م  .ايبر پوستتته مشتتبك استتتوانه معادله حاكم
 کیارتوتروپ یااسااتوانه یهاپوسااته کیکلاساا هیاسااتفاده از نظر

ست. برا      شده ا ستخراج  ستفاده از مدل پ  یا سته یا سته، از   و پو
اساااتفاده  مشااابکاختار سااا یبرا ویو حلق چیتعداد دنده مارپ

 تهبا پوسااا مشااابک تیکامپوز یاسااااختار اساااتوانه. شاااودیم
. گرددیم نیگزیجا موثر معادل یسااختبا  پیوسااته کیارتوتروپ

 :است ریبه شرح ز یامعادله حرکت در مختصات استوانه
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  N, N, αN باشد. همچنینجرم واحد سطح می ρ که در آن

به ترتیب مولفه های تنش ناشی از خمش و پیچش  M, M,αMو
 به ترتیب در طول محورهای w وu، v  هایباشند. تغییر مکانمی

،  و  توان به پاسترناک را می-است. عبارت بستر وینکلر
( 4بارت )( اضافه نمود بطوریکه ع3سومین عبارت معادله )

( نشان دهنده فنرها در جهت 3و  2های )بدست آید. شکل
باشند که توسط سطح بیرونی شعاعی بعنوان محیط الاستیک می

 شوند.سازه پوسته محدود می
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 تیک در اطراف آنپوسته مشبک با محیط الاس  2شکل 
 

 
 سازی گردیده استمدلبستر الاستیک که توسط فنرهای شعاعی   3شکل 

 

له )      عاد بارات م ید   4ع با عادلات ارتوتروپ  جاد یبا ا (  و  کی م
آیند،  بدساات میمواد مرکب کامپوزیتی که از  کیشاابه ارتوتروپ

 د:بصورت زیر قابل بیان خواهند بو
 

(5) 
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 11D ،12D، 22D ،22D،33D و 33B (21=B12B)و  11B ،12B ،22B بطوریکه

(21=D12D) های غشایی سطح میانی؛کرنش  ، و   تغییر

 روابط تغییر مکان   و  ، مکان انحنای سطح میانی و

 باشند. می
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u v u W u

R
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-چهار شرط مرزی مورد نیاز بصورت زیر در نظر گرفته می 

   شود:

0
w







,=0=0, u=0,   

لی حاکم کمعادله ، (4( در رابطه )6و  5با جایگذاری روابط ) 
در  ،باشدپاسترناک نیز می-حرکت که شامل خواص بستر وینکلر

 آید.یبدست م (6از معادله ) سومین عبارت
 

(7)
 

3 3

12 3312 22 22

3 2

4 4

22
11 12 332 4 2 2

4 2 2
2

22 4 2 2 2

2

2 2

0

D DB B Du v

R R R R

B w w
w D D D

R

w w G w
D Kw G B w

R


 

    

  


  

   
   

    

 
   

  

  
     

  

 

 



 25 انیاحسانه محمدپور همد -امیرحسین هاشمیان

  

علوم کاربردی و محاسباتی در مکانیکنشریۀ  1401 ،سه، شمارۀ چهارمسال سی و        

له )       عاد حل تحلیلی م هت  کان 7ج  w و u ،v های (، تغییر م

 شوند:بصورت زیر در نظر گرفته می

(8)  

 

 

 

, , ( , ) cos t
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( را 9توان رابطه )( می7( در معادله )8با جایگذاری معادله ) 
 داشت:
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 با حل معادله بدست آمده با شرایط مرزی ذکر شده، فرکانس 

 ای مشبک قرار گرفته بر روی بسترطبیعی برای پوسته استوانه

اده توان با استفمی آید. حالپاسترناک بدست می-الاستیک وینکلر

ط از سریهای مثلثاتی برای یافتن پاسخ تغییر مکان در طول محی

 گردد، استفاده نمود. می که بصورت متناوب تکرار استوانه
 

   
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u u    
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(10)         
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n
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, sinn n
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v v    
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توان به یک ( می9( در معادله )10با جایگذاری معادله ) 
   معادله دیفرانسیل ساده و همگن رسید.
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باشاااد. لذا شااارایط مرزی    ام میn نس طبیعیفرکا  n بطوریکه 
  شود.( بصورت زیر بیان می11جدید مطابق با معادله )

(12)   0, 0, 0, 0n
n n n

dw
u v w

d
    

ند       روش گالرکین جهت حل      یک مسااائله مقدارمرزی مان

ستفاده می ( 11) معادله سب  شود. لذا تابعی تقریبی و منا همگن ا

-گیرداررضاء شرایط مرزی برای پیدا کردن پاسخی سریع برای ا

سته     شی پایه پو ستوانه گیردار برای پیدا کردن مودهای ارتعا  یاا

شده  شکل   ستفاده می  ،(12معادله )در مطرح  ی تابع تقریب گردد.ا

 گردد:بصورت زیر در فرض می
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مقادیر ثابت هستند. با توجه به روش   و  در رابطه بالا 
 شود:رابطه میزان خطا بصورت زیر داده میگالرکین 
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(14) 

( 14از طریق معادله )  nW و nU ،nV محاساابه مقادیر نامعلوم 
بدین ترت       هد بود و  پذیر خوا کان تابع تقریبی   ام dX و  X یب 

d
 

 :آیدبدست میبا روش گالرکین عبارات زیر  آید.بدست می

(15) 0
0

L

z Xd  0
0

L

z Xd   
0

0
L dX

z d
d

 


 



 پاسترناک بر فرکانس طبیعی...-تاثیر ضرایب بستر وینکلر 26

 

 1401 ،سه، شمارۀ چهارمسال سی و      علوم کاربردی و محاسباتی در مکانیکنشریۀ 

( و فرض15در  14با جایگذاری معادله )  2    

-ها بصورت زیر مطرح میسازی( بعد از برخی ساده11رابطه )

 گردد.
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پوسته مشبک  ( از مدل پیوسته16معادله ) پارامترهای 

آورده شده است. پوسته مشبک  )1A(در ضمیمه  ایاستوانه

 های محیطی و مورب است که از میانی شامل دندهااستوانه

کنند. همچنین پارامترهای این عبور می (4) یکدیگر مطابق شکل

 داده شده است. (1)سازه در جدول 

 

 
 

 های محیطی و موربای شامل دندهسازه مشبک استوانه  4شکل 

 

 مقادیر و پارامترهای سازه مشبک 1جدول 

 مقادیر تعاریف پارامترها

ρ )1550 چگالی )کیلوگرم بر متر مکعب  

E )70×910 ضریب الاستیک )نیوتن بر متر مربع   

R )5/0 شعاع سطح مقطع مشبک )متر 

L )2 طول موثر استوانه مشبک )متر 

s


 2 متر(های مایل )میلیضخامت دنده 

r


 2 متر(میلیهای محیطی )ضخامت دنده 

s


 1550 های مایل )کیلوگرم بر متر مکعب(چگالی دنده 

r


 1550 های محیطی )کیلوگرم بر متر مکعب(چگالی دنده 

H 8 متر(ها )میلیارتفاع دنده 

L/R 4 نسبت طول به شعاع 

R/H 5/62 هانسبت شعاع به ارتفاع دنده 

υ 32/0 ضریب پوآسون 

Φ ⁰15 های مایلزاویه بین دنده 

n
s 48 های مایلتعداد دنده 

K 510و 410و 1000و 100و 10و0 ضرایب پاسترناک 

G 0، 10، 25، 50، 75، 100، 500 ضرایب وینکلر 
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آورده شده   2A و 1A با استفاده از پارامترهایی که در ضمیمه   

ست و  سیم نتیجه بر عبارت 16با جایگذاری در معادله ) ا  ( و تق
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 گردد:پارامتر بی بعد فرکانس بصورت زیر بیان می 
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کان تغییر میسه با در مقا αبا صرفنظر از تغییر مکان در جهت  
  توان معادله فشرده زیر را مطرح نمود:در راستای محیطی می
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 آورده شده است. با   A3( در ضمیمه  19پارامترهای معادله ) 
( بدساات 20قرار دادن دترمینان ضاارایب برابر با صاافر رابطه ) 

 آید.می
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 ریشه معادله خواهد بود: 
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توان رابطه که با در نظر گرفتن عبارت منفی و فرض زیر می 
 نهایی را بدست آورد.

(22)                         11gss+P11g22+c22g11b=c ,22q11a=g 

ssP11+c2
12c -22c11c=c  

 

 گردد:میبصورت زیر ارائه  nωمقادیر فرکانس  
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ست آوردن        ستقیم برای بد ست آمده یک رابطه م فرمول بد
ای با در نظر گرفتن یک پوسااته مشاابک اسااتوانهفرکانس طبیعی 

حی تواند در طراباشد که می میپاسترناک  -بستر الاستیک وینکلر  
  های مشبک جهت کاهش زمان محاسبه استفاده گردد.سازه

 

 تایج عددي و صحت سنجين

سازی روش اجزای محدود، یک ترکیب المان سه بعدی در مدل
برای سازه مشبک و لایه برشی برای پارامتر وینکلر )در جهت 

شود. المان دارای شعاع سطح مقطع استوانه( در نظر گرفته می
 های سه بعدی و جابجایی خالص و بدون کوپلینگ قابلیت

ه المان بدون چرخش باشد. همچنین گردد کباشد. فرض میمی
در اولین گردد. المان فنر بدون جرم در جهت شعاعی فرض می

کوچکترین سلول یک  ،سازی یک سازه مشبکمدل جهت قدم
تکرار آن در طول محورها مدل با و گردد سازه مشبک ایجاد می

های مایل برای این امر ابتدا یک بال از دندهید. آدست میکامل به
در دستگاه مختصات  Rو شعاع  Hدی به همراه ضخامت وعمو

بندی  با انتخاب خط به مرز. شودنقطه تعریف می 10کارتزین با 
نواحی پرداخته و امکان ایجاد سطح مقطع نیمی از یک دنده مایل 

سازی شکل بدست آمده پذیرد. سپس با قرینهیا عمودی انجام می
ها ایجاد و به همین ترتیب نسبت به محور قائم سمت دیگر دنده

گردد. در مرحله بعد اولین حلقه از سازه مشبک بندی میمش
سازی شرایط مرزی لازم تمام گردد. پس از اتمام مدلایجاد می

تمامی شود. میهای ابتدایی و انتهایی بسته درجات آزادی گره
ازی جهت بدست آوردن سشده و تلورانس مدل جنقاط با هم مر
توان از یک شود برای بستر مید در نظر گرفته مییک مدل واح

ای در قسمت سری فنرهایی که در طول شعاع پوسته استوانه
مترهای وینکلر و خارجی به صورتی المان فنر به عنوان پارا

با  shell-181سازی از المان جهت مدل .گرفتپاسترناک در نظر
زه با سازی ساچهار گره استفاده شده است. از این جهت مدل
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هر کدام دارای گردد. از چهار گره که ضخامت متوسط استفاده می
درجه آزادی هستند، شامل سه جابجایی و سه درجه آزادی  6

استفاده  combine 14برای بستر نیز از المان چرخشی است. 
 سازی شده با استفاده از بستر مدل (5) شکلگردیده است. 

زه متصل و در انتهای دیگر های فنر که در یک انتها به ساالمان
 یهابل از محاسبه فرکانسق دهدنمایش می ،باشند رابسته می

 یلی، محاسبه تحل کیالاست بر روی بستر شبکمساختار  یعیطب
 یعیطب یهافرکانس سهیمقا قیمعادله، از طر یاعتبار سنج یبرا

و انجام شده  یبا مطالعات قبل کیالاست بسترشبک، بدون مپوسته 
 بدست یدیجد یلی، فرمول تحلکیالاست بسترافزودن  باسپس 

های موجود تعداد المانسازی با روش اجزای، در مدل آمده است.
 sn=48های متر و تعداد حداقل دنده 2برای سازه مشبک با طول 

 باشد.می 28403سازی بستر پاسترناک، به همراه فنرها جهت مدل

شان داد که با   جینتا  ستر  افزودنن ضرا کیست الا ب مدول  بی، 
 یهافرکانس شیدر افزا یافوق العاده ریتأث وینکلر و پاسااترناک

 (2)جدول  جیشاابک دارند. همانطور که در نتامساااختار  یعیطب

ست، با افزا     شده ا شان داده  به طور  چیمارپ یتعداد دنده ها شین
 یها، فرکانسبا داشااتن بسااتر الاسااتیک  ، و 48از  شیخاص ب

بد ی یم شیافزا یعیطب تا ا جدول   جی. ن با اساااتخراج   (2)در   ،
شرا  ستفاده از روش  یمرز طیمعادلات حاکم با  ، با گالرکین، با ا

نتایج روش اجزای بدساات آمده و با  کیالاساات بسااترو بدون 
دهد که ینشان م (6) شکلهمچنین دارد.  یمطابقت خوب محدود

تا  تا با   یلیتحل یها حاصااال از راه حل   جین  یبرا [4]مرجع  جین
ستر الاست    ساز  شبک بدون ب  نیهمچن دارد. یمطابقت خوب کیه م

شان م  صل از راه حل  جینتا دهد کهین در نظر با  یلیتحل یهاحا
نتایج حاصاال از روش با  یمطابقت خوب کیالاساات گرفتن بسااتر

 دارند. اجزای محدود
 

  
مدل استوانه مشبک با بستر الاستیک  5شکل 

 

 متر 2ده از روش تحلیلی با و بدون در نظر گرفتن بستر الاستیک برای طول های طبیعی بدست آمفرکانس  2جدول 

 پاسترناک-محاسبه فرکانس طبیعی بدون در نظر گرفتن بستر وینکلر

ns 48 60 72 

 [4]مرجع  تحلیلی [4]مرجع  تحلیلی [4]مرجع  تحلیلی زاویه دنده

15 55/103 37/104 9/104 96/104 70/105 64/105 

20 79/117 83/115 07/117 10/117 86/117 52/118 

25 89/121 96/122 12/124 11/123 17/125 91/124 

30 65/122 92/124 81/125 09/125 90/126 19/127 

35 76/122 73/123 82/125 08/125 97/126 17/127 

40 39/122 17/123 13/125 80/124 66/125 39/126 

45 61/110 83/117 1/112 62/118 43/113 1/119 

 پاسترناک-محاسبه فرکانس طبیعی با در نظر گرفتن بستر وینکلر
ns 48 60 72 

 FEM تحلیلی FEM تحلیلی FEM تحلیلی زاویه دنده

15 86/100 01/100 09/109 22/133 97/108 24/112 

20 86/100 55/103 68/121 83/126 65/121 80/124 

25 87/100 55/103 99/127 32/130 97/127 35/132 

30 98/100 56/103 12/130 35/133 10/130 04/134 

35 05/102 73/103 97/129 05/136 95/129 02/131 

40 19/112 37/105 06/129 16/119 04/129 36/118 

45 20/112 98/105 79/120 17/117 78/120 74/115 
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 ns=48 هایستر الاستیک با تعداد دندههای طبیعی سازه مشبک با و بدون در نظر گرفتن بمقایسه فرکانس 6شکل 
 

 
 ns=60های های طبیعی سازه مشبک با و بدون در نظر گرفتن بستر الاستیک با تعداد دندهمقایسه فرکانس 7شکل 

 

 
  ns=72 هایهای طبیعی سازه مشبک با و بدون در نظر گرفتن بستر الاستیک با تعداد دندهمقایسه فرکانس  8شکل 

 
 

تعداد  یبرا یعیطب یهافرکانس ریمقاد (8-6) یادر شکل ه 
همچنین مشاهده مختلف نشان داده شده است.  یهاهیدنده و زاو

-یکاهش م کیالاست بستر بدون یعیطب یهافرکانس گردد کهمی
 یعیطب یهافرکانس، Gو  K ،بستر بیضرا ریمطالعه تأث یبرا .ابندی
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 .گردیده استحاسبه م (23) جایگزینسازه، با استفاده از معادله 

 بسیار زیادی برای هایالماند با وم لیو تحل هیاز آنجا که تجز 
 یادیزو محاسبات زمان  72و  60 یطیمح یمتر و دنده ها 4طول 

 هیمتر و زاو 2طول استوانه ب یمحاسبات برا نی، بنابراطلبدمیرا 
ی عیطب یهامحاسبه فرکانس ی. براه استدرجه انجام شد 15دنده 
، یطیمختلف مح ی، با تعداد دنده هاگرید هیبا طول و زاو انهاستو

است. جدول  ازین یمواز یهابا پردازنده شرفتهیپ یوترهایبه کامپ
-آنها بر فرکانس ریو پاسترناک و تأث نکلریو بیضرا راتییتغ (3)

 بیدو ضر ریسازه تحت تأث یسخت  دهد. یم شانرا ن یعیطب یها
 یعیطب یهافرکانس رییدر تغ یماز آنها نقش مه کیاست و هر 

دارد.

 

 متر 2های تحلیلی با تغییرات ضریب بستر الاستیک برای طول های طبیعی محاسبه شده توسط فرمولفرکانس 3جدول 

 (k,G) (Hz)فرکانس طبیعی  (k,G) (Hz) فرکانس طبیعی

86/100 (10،0) 92/100 (10،10) 

86/100 (100،0) 93/100 (100،10) 

89/100 (0 ،310×2) 95/100 (1000،10) 

10/101 (0،410) 17/101 (10،410) 

30/103 (0،510) 37/103 (10،510) 

17/123 (0،610) 22/123 (10،610) 

01/142 (0 ،610×2) 06/142 (610×2 ،0) 

63/158 (0 ،610×3) 67/158 (10 ،610×3) 

02/101 (10،25) 19/101 (10،50) 

03/101 (100،25) 19/101 (100،50) 

05/101 (1000،25) 21/101 (1000،50) 

27/101 (25،410) 44/101 (50،410) 

47/103 (25،510) 63/103 (50،510) 

30/123 (25،610) 48/123 (50،610) 

13/142 (25 ،610×2) 25/142 (50 ،610×2) 

74/158 (25 ،610×3) 84/158 (50 ،610×3) 

52/101 (10،100) 35/101 (10،75) 

52/101 (100،100) 36/101 (100،75) 

54/101 (1000،100) 38/101 (1000،75) 

77/101 (100،410) 60/101 (75،410) 

95/103 (100،510) 79/103 (75،510) 

71/123 (100،610) 57/123 (75،610) 

48/142 (100 ،610×2) 36/142 (75 ،610×2) 

05/159 (100 ،610×3) 95/158 (75 ،610×3) 

30/107 (10،1000) 52/101 (10،500) 

31/107 (100،1000) 52/101 (100،500) 

32/107 (1000،1000) 54/101 (1000،500) 

53/107 (1000،410) 77/101 (500،410) 

60/109 (1000،510) 95/103 (500،510) 

49/128 (1000،610) 71/123 (500،610) 

65/146 (1000 ،610×2) 48/142 (500 ،610×2) 

80/162 (1000 ،610×3) 05/159 (500 ،610×3) 
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 ی، برا K شیافزا ،ذکر شده است (3)همانطور که در جدول  
، )و بالعکس( داشته شودرا ثابت نگه  G که یدر حال کیالاستبستر

به روش  سازیمدلیابد. برای یم شیافزا یعیطب یهافرکانس
گره و  97830 ازشبک م یاپوسته استوانه یمحدود برا یاجزا

از المان فنرها کل  یفنر استفاده شده است. سخت المان 3984
 میتقس یکند و بر تعداد فنرهایم یرویپ یمواز یفنرها نیقوان

  شود. یمدر نظر گرفته  یسازدر مدلو شده 
که  یاشبک استوانهمپوسته  اساسی و پایه برایرتعاش ا 

ای محدود اجزافزار در نرم دارریگ یهابا لبه کیالاست بسترتوسط 
 ی مقادیربرا (9)در شکل مود چهار شکل بدست آمده است. 

 k = 100 و G = 0 N / m³ .بیضر راتییتغ نشان داده شده است 
آن بر فرکانس  ریو تأث 2×106 تا 0 ، ازK، کیالاست بستر نکلریو

 نشان داده شده است. (4)در جدول  یاساس
 

 
 

 استوانه مشبکشکل مودهای اول، سوم، پنجم و هفتم   9شکل 

 

های طبیعی با در نظر گرفتن ضریب تغییرات تغییرات فرکانس  4جدول 

 sn=48برای  بستر الاستیک

(K, G) 
فرکانس طبیعی 

 به روش تحلیلی

 فرکانس طبیعی 

 FEMبه روش 

درصد 

 خطا %

(0،0) 86/100 01/103 13/2 

(100،0) 86/100 55/103 67/2 

(1000،0) 90/100 55/103 67/2 

(0،401) 95/100 65/103 65/2 

(0،510) 11/101 73/103 6/2 

(0،610) 31/101 37/105 1/2 

(0 ،610×2) 17/123 49/120 17/2 

(0 ،610×3) 01/142 33/135 70/4 

 

روش اجزای و  یلیتحل حلحاصل از  یعیطب یهافرکانس 
 ریشده و مقاد سهیدنده مقا sn  =48 یبرا (4)در جدول  محدود
 یتوان برایمحاسبات را م نی. اگردیده استحاسبه م زیخطا ن

60=  sn که بطوری تکرار کرد گرید یایزوابه ازای دنده  72 و
فرکانس  شیروند افزا شود.یم یادیز ینمودارهارسم منجر به 

جدول  کیرا در  جیاز نتا یدو سر نیب توانیرا م هیپا یعیطب
نشان داده شده  (10)نمودار در شکل  کیکرد و به عنوان  سهیمقا

 است.
 

 
 

 تحلیلی  جینتا نیب هیپا یعیفرکانس طب شیروند افزا 10 شکل

 و اجزای محدود

 

روش اجزای و  یلیتحل حلحاصل از  یعیطب یهافرکانس 
 ریشده و مقاد سهیدنده مقا sn  =48 یبرا (4)در جدول  محدود
 یتوان برایمحاسبات را م نی. اگردیده استمحاسبه  زیخطا ن

60=  sn که بطوری تکرار کرد گرید یایزوابه ازای دنده  72 و
فرکانس  شیروند افزا شود.یم یادیز ینمودارهارسم منجر به 

جدول  کیرا در  جیاز نتا یدو سر نیب توانیرا م هیپا یعیطب
نشان داده شده  (10)نمودار در شکل  کیکرد و به عنوان  سهیمقا

 است.
 

 گيرينتيجه

که  یتیمشبک کامپوز یاپوسته استوانه ادآز اتارتعاش مسئله
پاسترناک احاطه گردیده است با شرایط -وینکلر توسط بستر

 یسخت یهایژگیبا فرض و مرزی گیردار مطرح شده است.
گردیده و  نیگزیجا شبکم سازهبا  وستهیمدل پ ،موثر یارتوتروپ

100
105
110
115
120
125
130
135
140
145
150

Analytical solution FEM Solution

For G=0
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بدست  گالرکین و روش هیفور روشبا استفاده از  یلیفرمول تحل
پوسته مشبک  یعیطب یهافرکانس یبرا پیوسته. فرمول استآمده 

با استفاده از  جینتا گردیده وحل  کیالاست طیمح کیمحصور در 
 یبرا قرار گرفته است. دییتأبررسی و مورد محدود  یروش اجزا

 نکلریو یهایژگیو بی، ضراروش اجزای محدود یهایساز هیشب
-هشد نیگزیجا یعاعو ش یبرش یبا فنرها بیو پاسترناک به ترت

 کیالاست بستر یهایژگیبه و ستمیس طبیعی پایهند. فرکانس ا
باعث  یو برش یشعاع فنرهای یسخت رییتغ نی، بنابراشتهدا یبستگ

گردیده است شود. مشاهده یم یعیطب یهافرکانستغییر در  جادیا
در  یشتریب یداریتوان انتظار پایفنرها، م یسخت شیکه با افزا

، نشان یو عدد یلیل. استفاده از هر دو روش تحداشت ستمیس
 یبرا ستمیس یساختار یپارامترها یبالاتر برا ریکه مقاد دهدمی
با  یلیفرمول تحل ییآاست. کار ازیتر مورد نبا طول کوتاه ستمیس

 دییتأمورد بررسی و  )اجزای محدود( یاستفاده از محاسبات عدد
 یکارآمدتواند مده میبدست آ یفرمول پارامتر. قرار گرفته است

آنرا جهت بدست آوردن ارتعاشات آزاد سازه مناسب بودن و 
 با فنرهایپاسترناک که -که توسط بستر وینکلرای مشبک استوانه

 لیو تحل هیجزتاند را جهت سازی گردیدهمعادل یو برش یشعاع
 رییاثرات تغ تواندیطراح م کند. ریامکان پذ یطراحهمچنین  و

 نیو همچن افیبافت ال هیطول سازه، قطر سازه، زاو ته،یمواد، دانس
در  ازیرا در بستر مورد ن یو عمود لیما یهاتعداد دنده

و  نهیمختلف و کنترل فرکانس بدون صرف هز یهاتیمأمور
بسته کامل جهت  کیعبارت  نی. ادیمحاسبه نما یوقت محسوس

 رچهکپای صورتمحصول و بستر را به یابگونهاست  یآغاز طراح
 یو شعاع یبرش یفنرها یسخت شی. با افزادنماییم لیتحل کجایو 
ممکن  ییحساس هوافضا یهاسازه یمطلوب را برا داریپا
است.  یعیطول در سازه سبب کاهش فرکانس طب شی. افزاشودیم

 .گرددیآن حاصل م یبرا یکاف یداریبستر مناسب پا یلذا با طراح
 

 تقدیر و تشكر
ه از استاد محترم جناب آقای دکتر جعفر نویسندگان این مقال

اسکندری جم به جهت راهنمایی علمی و از فصلنامه علمی و 

پژوهشی علوم کاربردی و محاسباتی در مکانیک فردوسی مشهد 
 کمال سپاس و تشکر را دارد.

 
 واژه نامه 

 Lattice structure سازه مشبک

 Fourier method روش فوریه

 Galerkin method روش گالرکین

 Elastic foundation پایه الاستیک

 Helical rib دنده حلقوی

 Circumferential rib محیطیدنده 

 Elastic ambient محیط الاستیک

 Winkler Pasternak foundation بستر وینکلر پاسترناک

 Finite Element Method روش اجزای محدود

 
 فهرست علائم

ρ  چگالی 

E  ضریب الاستیک 

R  متر()میلیشعاع سطح مقطع مشبک 

L  متر()میلیطول موثر استوانه مشبک 

s


 متر()میلیهای مایل ضخامت دنده 

r


 متر()میلیهای محیطی ضخامت دنده 

s


   )کیلوگرم بر متر مکعب(های مایلچگالی دنده 

r


  )کیلوگرم بر متر مکعب( های محیطیچگالی دنده 

H متر(میلی)ها ارتفاع دنده 

L/R نسبت طول به شعاع 

R/H هانسبت شعاع به ارتفاع دنده 

υ ضریب پوآسون 

φ های مایلزاویه بین دنده 

n
s های مایلتعداد دنده 

nω رادیان بر ثانیه( انس طبیعیفرک( 
ρ کیلوگرم بر متر مربع( جرم واحد سطح( 
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