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1- Introduction 

Parallel robots can achieve higher accuracy and structural 

stiffness compared to serial robots. A new branch of 

robots, known as hybrid robots, has emerged that takes 

advantage of both serial and parallel robots. These robots 

can be utilized in various applications, including 

minimally invasive surgical procedures, machining 

operations, and simulation industries.  

In 2020, Enferadi [12] introduced the 3RSS-S spherical 

parallel robot, which has suitable features for motion 

simulation. By modifying the introduced robot and 

combining it with an XY gantry serial robot, he introduced 

a full DOF hybrid motion platform. The main attribute of 

the robot is the hollow shaft design and consequently, 

unlimited yaw motion of the robot. On the other hand, the 

compact design of the robot and its suitable workspace 

volume index have made it suitable for simulator 

applications. Therefore, analyzing the kinematics and 

dynamics of the introduced robot is of special importance. 

There are certain simple methods to obtain kinematic 

equations and Jacobian analysis of robots. Obtaining a 

dynamic model of a robot is a prerequisite for control and 

simulation purposes. To obtain the dynamic equation of 

the PP-(3RSS-PS) hybrid robot, the Gibbs-Appell method 

is considered a simple energy-based method in which less 

computational burden is required. To ensure the accuracy 

of the dynamic model, the robot is modeled in MSC-

ADAMS software. For this purpose, six independent 

trajectories according to each DOF of the robot were 

defined and results were verified. The presented robot has 

the potential to be used as a new platform for the 

simulation industry. 
 

2- Structural model of the PP-(3RSS-PS) robot 

The PP-(3RSS-PS) robot is a 6-DOF hybrid robot 

constituting a 4-DOF parallel robot mounted on a 

conventional serial XY table. In Figure 1, a hybrid robot is 

shown in which the parallel part of the robot is mounted 

on the XY table. The parallel robot part has a 3RSS-PS 

structure which consists of a base platform connected by 

four kinematic chains to the moving platform. Three of 
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these kinematic chains are identical RSS legs responsible 

for the robot’s orientation and the fourth kinematic chain 

is a PS leg. 

 
 

Figure 1: The 3D Model of the PP-(3RSS-PS) hybrid robot 

 

3- Governing kinematics equations of the robot 
Kinematics is the study of relationships between the end-

effector motion and robot actuators. Figure 2 shows the 

kinematics chain of the robot. By solving the inverse 

kinematics of the hybrid robot, eight solutions for the robot 

actuators are obtained. 

 

 
 

Figure 2: The 𝒊𝒕𝒉 closed kinematic chain of the PP-(3RSS-

PS) robot 

The matrices �̇� = [�̇� �̇� �̇� �̇�1 �̇�2 �̇�3]
𝑇
 and �̇� =

[�̇� �̇� �̇� Ω𝑥 Ω𝑦 Ω𝑧]𝑇 are defined as the joint 
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velocities and EE velocities of the robot, respectively. As 

a result, the Jacobian matrix of the PP-(3RSS-PS) robot is 

obtained as: 

�̇� = 𝐉�̇�;        𝐉 = 𝐉2
−1𝐉1 (1) 

in which 𝐉 is the Jacobian matrix. 

 

3. Governing dynamics equations of the robot 

The general form of the Gibbs-Appell equation is as 

follows: 

𝑆 =
1

2
𝑚(�⃗�𝐴.�⃗�𝐴) +

1

2
(�⃗�.

𝜕�⃗⃗⃗�𝐴

𝜕𝑡
) + �⃗�.(�⃗⃗⃗� × �⃗⃗⃗�𝐴)

+ 𝑚�⃗�𝐴. (�⃗� × 𝑟𝐺
𝐴⁄ )

+ 𝑚�⃗�𝐴. [�⃗⃗⃗� × (�⃗⃗⃗� × 𝑟𝐺
𝐴⁄ ] (2) 

 

As can be seen, the terms of the Gibbs-Appell equation 

are similar to those of kinetic energy function. To specify 

the motion of the robot, a set of generalized coordinates 

should be selected. In the case of PP-(3RSS-PS) hybrid 

robot, the generalized coordinates are defined as the vector 

form 𝓆 = [𝑋 𝑌 𝑍 𝜃1 𝜃2 𝜃3]𝑇. In order to find 

generalized forces governing the robot motion 

corresponding to each generalized coordinate, first, the 

Gibbs-Appell equation is constructed for each of the 

moving components of the robot. Next, the derivative of 

these equations concerning the acceleration of the desired 

generalized coordinates is calculated. By the superposition 

of the obtained partial derivatives, the equation of 

generalized forces is written as follows: 
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(3) 

In Eq. 3, the acceleration energy function of 𝑋, 𝑌, and 𝑍 

actuators are represented by 𝑆𝑃1
, 𝑆𝑃2

, and 𝑆𝑃3
, respectively. 

Moreover, the acceleration energy function for the 𝑗𝑡ℎ 

rotary actuators, 𝑗𝑡ℎ middle link, and moving platform are 

indicated by 𝑆𝑎
𝑗
, 𝑆𝑙

𝑗
, and 𝑆𝑃, respectively. Also, 𝑄𝑖  refers to 

the generalized force corresponding to the 𝑖𝑡ℎ generalized 

coordinate that is equal to:  
𝑄 = [𝐹𝑒1

𝐹𝑒2
𝐹𝑒3

𝜏1 𝜏2 𝜏3]𝑇 (4) 

where 𝐹𝑒𝑖
 is the applied force, and 𝑒𝑖 and 𝜏𝑖 represent the 

applied torque to each rotary link.  

 

4- Simulation and results validation 

To ensure that the dynamic equations of the robot have 

been solved properly, the results of the theoretical model 

are compared with MSC-ADAMS commercial dynamics 

modeling software. In order to create a suitable simulation 

for the desired hybrid robot, six trajectories are defined in 

the Cartesian workspace. Figure 3 shows the diagram of 

the forces and torques of the robot actuators for the Surge 

trajectory, which shows a good agreement between the 

analytical solution and the simulation. 

 

  

  

  
 

Figure 3: Required actuators force of the PP-(3RSS-

PS) robot applied in the surge trajectory 

 

5- Conclusion 

Simulation results using MSC-ADAMS outputs in six 

particularly defined trajectories proved the correctness of 

the obtained dynamic model for global consideration. As a 

result, analytical and simulation models can be used 

interchangeably. The straightforwardness of Gibbs-Appell 

method made equation derivation and programming code 

generation easy since a fixed function is used to calculate 

the dynamic of each part separately. What distinguished 

this robot from other robots is its independent modular X 

and Y workspace and unlimited yaw movement with a 

compact footprint design. Independent movement in the X 

and Y directions, despite the need to use larger actuators 

in these two directions, will make the path design and 

control of the robot much simpler in these directions. The 

proposed PP-(3RSS-PS) hybrid robot could be used as a 

case study for optimization and comparison with other 

conventional simulators considering different performance 

indices. 
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 یسازهیشب یکند که به طور خاص برایم یرا معرف PP-(3RSS-PS)به نام  دیجد یدیبریربات ه کیاز  یمفهوم یطراح کیمقاله  نیا چکیده 

باعث ایجاد  فشرده که ساده و یساختار یدهد، از جمله طراحیقابل توجه را ارائه م تیمز نینظر گرفته شده است. ربات ارائه شده چند رحرکت د
 یشفت توخال یکه طراح یاند، در حالشده یطراح یشتاب طولان یفازها لیتسه یبرا Yو  X یمحورها شود.فضای کاری بزرگ برای ربات می

 یابیدست ییتوانا ر،کوپتیهلمانند حرکت  ییهوا یمانند مانورها یخاص یکند. در کاربردهایم ریپذنامحدود را امکان یاوحرکت  رت،انتقال قد ستمیس
و  یصلامف یفضا نیارتباط ب یبرقرار یدارد. برا یادیز تیاهم معلق در هواو  قیدق یهایسازهیارائه شب ینامحدود برا در جهت یاوبه حرکت 

مانند  یبعد قاتیحقو اساس ت هیپا ،یروابط مقدمات نی. اشودیربات انجام م یکینامیو د نیژاکوب ک،ینماتیجامع س یهالیتحل ،کارتزین یفضا
 ییاز کارا لاگرانژروش که نسبت به  شودیاستفاده م یکینامیاستخراج معادلات د یپل براا -بسی. فرمول گکندمیسر میرا  یسازنهیمطالعات به

شامل  یسازهیشب نیا انجام شده است. MSC-ADAMSافزار نرمبا استفاده از  یسازهیشب ،یلیمدل تحل یاعتبارسنج یبرا ی برخوردار است.محاسبات
 یلینه تنها صحت مدل تحل جینتا زیآمتیموفق یاتخاذ شده است. اعتبارسنج یساز حرکت صنعتهیشب کیشده است که از  فیتعر شیاز پ ریشش مس

 .کندیم ییاستثنا نیگزیحرکت جا سازهیشب کی یدر جستجو شتریب قاتیتحق یبرا یازهیبلکه انگ کند،یم دییأت ار
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Implementation of Gibbs-Appell Method in Dynamic Analysis of a Novel Serial-Parallel Hybrid Robot  

PP-(3RSS-PS) 
 

Seyed Nader Nabavi                        Javad Enferadi 

Abstract This paper introduces a conceptual design of a new hybrid robot, named PP-(3RSS-PS), specifically intended 

for motion simulation. The presented robot offers several notable advantages, including a simple and compact structural 

design that optimizes its large workspace. The modular X and Y axes are engineered to facilitate extended acceleration 

phases, while the power transmission system's hollow shaft design enables unlimited yaw motion. In certain applications 

like aerial maneuvers, dogfights, and helicopter operations, the ability to achieve unlimited yaw motion holds significant 

importance for delivering precise and immersive simulations. To establish the relationship between joint space and 

Cartesian space parameters, comprehensive kinematic, Jacobian, and dynamic analyses of the robot are performed. These 

preliminary relations lay the foundation for subsequent investigations, such as optimization studies. The Gibbs-Appell 

formulation is employed to derive the dynamic equations, leveraging its computational efficiency over the Lagrange 

method. To validate the analytical model, a simulation using MSC-ADAMS software is conducted. This simulation 

incorporates six predefined trajectories adopted from an industrial motion simulator. Successful validation of the results 

would not only confirm the accuracy of the analytical model but also motivate further research in search of an exceptional 

alternative motion simulator. 
 

Key Words  Hybrid robot, Robot synthesis, Dynamic, Gibbs-Appell, Motion simulator. 
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 1403 ،سال سی و ششم، شماره یک     علوم کاربردی و محاسباتی در مکانیک هنشری

 مقدمه
 یکه به فضاکاربردهایی در  یابه طور گسترده سری یهاربات

 از طرفی. شوندیاستفاده م، دارند ازیبزرگ و ماهرانه ن یکار
 نیبه دقت بالاتر و همچن یابیدر دستهای موازی ربات ییتوانا
شاخه  است. سری یهاربات از شتریب بالاتر، یساختار یسفت

سری و موازی  هر دو نوع ربات یایکه از مزا هارباتاز  یدیجد
که به عنوان ربات  شدند یمعرف 90دهه  لیدر اوا برندبهره می

 . [3-1] شوندهیبریدی شناخته می

منحصر به  یهایژگیبا و یمختلف یدیبریه یهامحققان ربات 
 کی ک،ینماتیس رهیزنج بیاند. بسته به ترتکرده یفرد طراح

-الینوع سر ،یمواز -یع موازتوان به نویرا م یبیساختار ترک

 یها. در عمل[4,5]کرد  یبندطبقهسریال  -موازیو نوع  یمواز
 یکسانی تیکه هر دو دقت و مهارت از اهم یکم تهاجم یجراح

انتخاب  سریال -هیبریدی موازی هایرباتبرخوردارند، معمولا  
به  الیسر ربات کی ،یکاربرد، به طور کل نیا یشوند. برایم

 فهیوظ یموازربات  کیکند و یماژول ماکرو عمل م کیعنوان 
، یسازهی. در صنعت شب[6,7]دهد یرا انجام م کرویمدهی موقعیت

 یخاص طراح هینقل لیوسا یتوانند برایم یدیبریه یهاربات
که توسط سازندگان خودرو  Dimبه نام  یدیشوند. ربات جد

 یمواز -یمواز یدیبریربات ه کیشده است،  شیو آزما یطراح
استفاده از با . [8]است  (6-UPS)-(UPS-3) کینماتیس رهیبا زنج

 ریپذخودرو امکان یسازهیشب یبرا یحرکت واقع دیتول باتر نیا
دو  ای کی یاستوارت بر رو یهاربات ن،یاز ا شیشده است. پ

خودرو  یسازهیشب یکاربردها یبرا گریکدیعمود بر  یخط لیر
ات هیبریدی برای جراحی ایمپلنت یک رب [9]در  .شدندینصب م

دندان معرفی شده است که از ربات استوارت برای عمل جراحی 
 [10]دونگ و همکاران نیز در کند. با دقت بالا استفاده می

درجه آزادی برای  5سازی دینامیکی یک ربات هیبریدی مدل
ها به طراحی اند. همچنین آنکاری را انجام دادهکاربردهای ماشین

اند های عملکردی ربات پرداختهنه این ربات بر اساس شاخصبهی
ها بررسی متغیرهای طراحی را بر روی این شاخص تأثیرو 

سخت با چندین  -نیز یک ربات هیبریدی نرم [11]در اند. کرده

 تواند برایها میماژول معرفی شده است. هر یک از ماژول

کار ه فاوت بهای حرکتی مختلف و نیازهای نیرویی متمحدوده
گرفته شود و یک ربات ماژولار با انواع ساختارهای سینماتیک 

  داشت.

درجه  6از  شیب هیبریدیسبباز حرکت هیشببب یهااکثر ربات 
ند. در ا  یآزاد له، ترک   نیدار قا بات   یبیم  3RSS-PSو  XYاز ر

شده     یدیبریه سکوی متحرک  کیساخت   یبرا ستفاده  کامل ا
ست.  صلاح    نیه در اشد  یمعرف 3RSS-PS ربات ا سخه ا مقاله ن

 [12] انفرادیاست که توسط    3RSS-S یکرو موازی شده ربات 

  یسازهیکاربرد شب یمناسب برا یهایژگیارائه شده است که از و
صل  یژگیبرد. ویحرکت بهره م  یشفت توخال  یطراح ،ربات یا

  بی . ترکآن حرکت در جهت یاو نامحدود اسبببت       جه یو در نت

بات   بات ترک ی ،  XYز متحرکمی با  3RSS-PSر با   یبیک ر
  یکاربردها یبزرگ و مناسببب برا یکار یشبباخص حجم فضببا

شاخص   [16-13]کند می جادیساز ا هیشب  ستفاده از   یبرا ییها. ا

اسبببت  جیمختلف را یدیبریه یهاربات سببباختار یسبببازنهیبه
سترده  فی. ط[17,18] شاخص  یاگ ستفاده از   عملکرد یهااز  با ا
عادلات  مات یسببب م عادلات د  ای  نیژاکوب سیماتر  ،یکین   یکینام یم

 وجود دارد.
 یبرا یمقدمات ربات کی یکینامیمدل ددست آوردن ه ب 

 ،کیکلاس کینامید یاست. به طور کل یسازهیاهداف کنترل و شب
 کینامیو د یبردار کینامید کردیها را با دو رورباتحرکت 

ده بر اساس استفا یبردار کینامیکند. دیم فیتوص یلیتحل
 یلیتحل کینامیکه د یاست، در حال وتنیاز قانون حرکت ن میمستق

و  یجنبش یو توابع اسکالر مانند انرژ یمتداول انرژ یهااز روش
 یبردار یکینامید یهاروش .کندیاستفاده م لیپتانس یانرژ

 Screw) چیپ هیو نظر [19,20] لریاو وتنیمانند روش ن یمتفاوت

theory) [21] مانند روش  یبر انرژ یمبتن یهاروش نیو همچن
استفاده  [24] یو اصل کار مجاز [23] نی، روش ک[22] یلاگرانژ

های رباتحرکت  یکینامیدست آوردن معادله ده ب ی. براشودیم
بسته به  گرید یهانسبت به روشها روش نیا از کیهر  مختلف

دست آوردن ه ب یدارند. اساسا  برا یخاص یایمزا یمطالعه مورد
بار  ،یبر انرژ یبا استفاده از روش مبتن یکینامیعادلات دم

آوردن معادله  به دست یاست. برا ازیمورد ن یکمتر یمحاسبات
 آپل -بسیگروش ، PP-(3RSS-PS) یدیبریربات ه یکینامید
(Gibbs-Appell)  در  یبر انرژ یروش ساده مبتن کیبه عنوان

 نظر گرفته شده است.
-یک ربات جدید هیبرید )سریال در این مقاله ضمن ارائه  

گذاری موازی(، مدل دینامیکی این ربات نیز استخراج و صحه
استفاده برای  های موردشده است. در مقایسه با سایر ربات
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علوم کاربردی و محاسباتی در مکانیک هنشری 1403، سال سی و ششم، شماره یک       

سازی حرکت، مکانیزم پیشنهادی از مزیت امکان ایجاد شبیه
برد که در بسیاری از کاربردها مفید حرکت نامحدود یاو بهره می

رغم  علی Yو  Xهای مستقل بودن حرکت در جهت باشد.می
تر در این دو راستا، ایجاد نیاز به استفاده از عملگرهای بزرگ

تر طراحی مسیر و کنترل ربات در این راستاها را بسیار ساده

های ذکر شده ربات پیشنهادی از شاخص خواهد کرد. با ویژگی
سفتی  فضای کاری مناسبی برخوردار است و همچنین دقت و

 باشد.ربات به واسطه ساختار موازی بالاتر می

 
 هندسه ربات

 کیاز  شش درجه آزادی با PP-(3RSS-PS) هیبریدی ربات

 یرو بر شده است که لیتشکچهار درجه آزادی  یربات مواز

بخش  (1)نصب شده است. در شکل  یمعمول XY الیسر زیم کی

نه نشان داده طور جداگا ربات سریال و موازی ربات هیبریدی به

عمود بر هم ساخته  یاز دو ماژول خط الی. بخش سراست شده

ها و مشخصات مختلف به ها در طولماژول نیا .شده است

 یازهایها را با توجه به نآن توانو می در دسترس هستند یراحت

 3RSS-PS ساختار با یبخش ربات مواز .انتخاب کرد یکاربرد

 رهیت که توسط چهار زنجشده اس لیتشک هیپا صفحه کیاز 

 نیمتحرک متصل شده است. سه تا از ا صفحهبه  یکینماتیس

 یکه برا ندهست یکسانی RSS هایپایه یکینماتیس یهارهیزنج

 رهیزنج نیو چهارم گیرندمورد استفاده قرار میربات  یریگجهت

که  هنگامیلازم به ذکر است است.  PS هیپا کی یکینماتیس

بت به صفحه ثابت ربات دارای صفحه متحرک ربات نس

تواند به تنهایی نیز می Zگیری باشد، حرکت در امتداد محور جهت

 RSS هیهر پابگذارد.  تأثیرگیری مجری نهایی ربات بر جهت

 یوالمت یکرو مفصل جفت یکو  یمفصل چرخش کیشامل 

 کیمتصل به  کشویی مفصل کیاز  PS هیکه پا یاست، در حال

 ه است.ساخته شد یمفصل کرو

را به همراه دارد.  یمتعدد یایربات مزا نیا یدیبریساختار ه 

و به اندازه  توان به طور مستقلیرا م Yو  X یطول محورها

 شیخالص انتخاب کرد. آرا یحرکت انتقال جادیا یبرا خواهدل

دهد تا یبه ربات اجازه م های دورانی نیزلینکمنحصر به فرد 

 شته باشد.دا Zچرخش نامحدود حول محور 

 
 )الف(

 

 
 )ب(
 

 
 )پ(

 

 الف( بخش سریال، ب( بخش موازی، پ( ربات هیبریدی  1شکل 

 

 سينماتيك ربات
و  مجری نهایی رباتحرکت  نیمطالعه رابطه ب کینماتیسعلم 

و  تیمعکوس موقع کینماتیربات است. مسئله س یهامحرک

مرتبط  هامحرکحرکت را با  مجری نهایی ربات یریگجهت
-PP-(3RSS شماتیک ربات هیبریدینمای  (2)در شکل  کند.یم

PS) یسازساده یشده است. لازم به ذکر است که برا آورده 

 ،(2). در شکل ستگرفته شده ا دهیمعادلات، ضخامت اجزا ناد
C1 صفحه یبا ضخامت صفر است که به جا یارهیصفحه دا کی 
عبور  ینییاپ یاز مرکز اتصالات کرو وشود یاستفاده م هیپا

متحرک است  صفحه یبرا ینیگزیجا C2 کند. به طور مشابه،یم
آن قرار دارد.  یطیدر قسمت مح ییبالا یکه مرکز اتصالات کرو

 مختصات متحرک ستمیو س {xByBzB} هیمختصات پا ستمیس
{xMyMzM}  در مرکز صفحاتC1 و C2 نقاط یعنی B  وM  قرار

های مختصات بر حسب سیستم ر کدام از این سیستمهدارند. 



 ی سهمویدیاجاق خورش طراحی، ساخت و بررسی تجربی عملکرد 82
 

 1403، شماره یک سال سی و ششم،        علوم کاربردی و محاسباتی در مکانیک هنشری

 v⃗ iو  u⃗ iواحد  یبردارهاشوند. بیان می {xfyfzf}مختصات جهانی 
BAi یبردارها راستای یکه بیبه ترتنیز 

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ MBi و  
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ دهند. می نشان را ⃗ 

 کنندیمتصل م Bi را به نقاط Aiط که نقا یانیم هایلینکطول 
را مشخص  لینک میانیهر  نیز راستای n⃗ iیکه است. بردار  lابر بر
 (X, Y, Z)نشان داده شده در شکل با مختصات  M کند. نقطهیم
 کند.یعمل ممجری نهایی ربات به عنوان  زین

 

 
 

 PP-(3RSS-PS)ام ربات هیبریدی  iزنجیره سینماتیکی   2شکل 

 

فقط  هیو پا جهانیمختصببات  سببتمیسبب نیب لیتبد سیماتر 

مختصببات متحرک  سببتمیکه سبب یاسببت در حال انتقالشببامل 
مختصات   ستم یس تواند نسبت به  میرا  یمتفاوت یهایریگجهت

شد    هیپا شته با س  ی. بردارهادا صات ثابت و   ستم یواحد در  مخت

 شوند:یم فیتعر ریبه صورت ز هیپا
 

e⃗ 1 = [1 0 0]T,   e⃗ 2 = [0 1 0]T,  e⃗ 3 = [0 0 1]T 
(1) 

مختصببات  دوران سببیسببتم  سیبه دسببت آوردن ماتر یبرا 

ستم    متحرک  سی سبت به  صات پا  ن از  ℛیا همان ماتریس  هیمخت
و  ϕ ،θی متوال دورانسه  ارای که د شود یاستفاده م  لریاو وایایز
ψ یمحورهاحول  بیبه ترت X ،Y  وZ  .افتهیتوسببعه  فرماسببت  

 .شودیم انیب (2) به صورت معادله ℛماتریس 

ℛ = ℛZℛYℛX 

    = [

cψcθ cψsϕsθ − cϕsψ sϕsψ + cϕcψsθ
cθsψ cψcϕ + sθsϕsψ cϕsψsθ − cψsϕ
−sθ sϕcθ cϕcθ

] 

(2) 
شکل    سته زنج   (2)مطابق  شکل ب  امi یکینماتیس  رهی، معادله 

 نوشته شده است: ریبه صورت ز

OB⃗⃗⃗⃗  ⃗ + au⃗ i + ln⃗ i = OM⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  + ℛbv⃗ i
′ (3) 

ندازه  بی به ترت  bو  a که در آن   ها  ا BAi یبردار
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ MBiو   

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 
ستند  س    فیتعر بردارهای. ه صات متحرک با   ستم یشده در  مخت

ضرب نقطه شوند.  یم زیمتما "′"نماد  در بردار  (3)ای معادله با 
n⃗ i گذاری و جایu⃗ i  با[cos θi sin θi 0]T :خواهیم داشت 

E1 sin θi + E2 cos θi = E3 (4) 

 که در آن،
E1 = 2a(ℛbv⃗ i

′)y (5) 

E2 = 2a(ℛbv⃗ i
′)x (6) 

 

E3 = (ℛbv⃗ i
′)x

2 + (ℛbv⃗ i
′)y

2 + ((ℛbv⃗ i
′)z + Z)2 + a2 − l2 

(7) 

ر را نشبان  بردا لفهؤم ،اسبت  zیا  yیا  xکه برابر  k سیرنویز 
 (4)از معادله    θi مقدار  یتفاده از معادلات مثلثات   دهد. با اسببب  یم

 و برابر است با: استخراج خواهد شد
 

θi = tan−1(E1/E2) ± tan−1 (√E1
2 + E2

2 − E3
2 E3⁄ ) 

(8) 

لذا با توجه به سه  وجود دارد. 𝜃𝑖هر  یدو راه حل ممکن برا 
رای سببینماتیک معکوس ربات جواب ب 8محرک دورانی موجود 

 هیبریدی وجود دارد.
 

 تحليل سرعت و شتاب ربات
ضا سرعت  نیژاکوب سیماتر صل  یها را از ف به مجری نهایی  مفا

برای  سببرعت یبردارها (3)در شببکل کند. یم ربات نگاشببت
 است. شده آورده PP-(3RSS-PS)ربات هیبریدی 

 

 
 

 PP-(3RSS-PS)هیبریدی ربات  پارامترهای سرعت  3شکل 
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و با در نظر گرفتن بردارهای    (3)گیری از معادله   با مشبببتق  
�̇� = [Ẋ Ẏ Ż θ̇1 θ̇2 θ̇3]

T و�̇� = [Ẋ Ẏ Ż Ωx
Ωy Ωz]

T  به 

عنوان بردار سبببرعت مفاصبببل محرک و بردار سبببرعت مجری 
به  ریز صورتبه  PP-(3RSS-PS) ربات نیژاکوب سیماترنهایی، 
 :دیآیم دست

�̇� = J�̇�;        J = J2
−1J1 (9) 

 به صورت زیر هستند: J2و  J1های که ماتریس
 

J1 =

[
 
 
 
 
I3×3 ∅3×3

∅3×2

−n1
Tk⃗ an⃗ 1

T(e⃗ 3 × u⃗ 1)

−n2
Tk⃗ 0

−n3
Tk⃗ 0

0 0
an⃗ 2

T(e⃗ 3 × u⃗ 2) 0

0 an⃗ 3
T(e⃗ 3 × u⃗ 3)]

 
 
 
 

 

 (10) 

J2 =

[
 
 
 
 
I3×3 ∅3×3

∅3×3

b(ℛbv⃗ 1
′ × n⃗ 1)

T

b(ℛbv⃗ 2
′ × n⃗ 2)

T

b(ℛbv⃗ 3
′ × n⃗ 3)

T]
 
 
 
 

 

(11) 

عادلات      بی به ترت  Iو  ∅های  ماتریس  ،(11)و  (10)در م
ای ویهسرعت زا هستند.   همانیصفر و   یهاسینشان دهنده ماتر 

 : آیدمی به دستنیز از رابطه زیر  ω⃗⃗ iهای میانی یا همان لینک
 

ω⃗⃗ i =
1

l
[Żn⃗ i × e⃗ 3 + bn⃗ i × (Ω⃗⃗ × ℛv⃗ i

′) − aθ̇in⃗ i × (e⃗ 3

× u⃗ i)] 

(12) 

ست  یبرا  ست می ،یکینامیآوردن معادلات د به د شتق    بای م
یت و جهت   دوم مامی قطعات   گیریموقع به      متحرک ت حاسببب م

معادله شببتاب بین اجزای ربات را  ،یسببازپس از سبباده گردد.

 :توان به صورت زیر بیان کردمی
 

θ̈i =
1

an⃗ i ∙ (e⃗ 3 × u⃗ i)
{aθi

2̇(n⃗ i ∙ u⃗ i) − ln⃗ i

∙ (ω⃗⃗ i × (ω⃗⃗ i × n⃗ i)) + Z̈(n⃗ i ∙ e⃗ 3)

+ bn⃗ i ∙ (Ω⃗⃗ ̇ × ℛv⃗ i
′) + bn⃗ i

∙ (Ω⃗⃗ × (Ω⃗⃗ × ℛv⃗ i
′))} 

(13) 

α⃗⃗ i =
1

l
{Z̈(n⃗ i × e⃗ 3) + bn⃗ i × (Ω⃗⃗ ̇ × ℛv⃗ i

′) + bn⃗ i

× (Ω⃗⃗ × (Ω⃗⃗ × ℛv⃗ i
′)) +  aθ̇i

2(n⃗ i × u⃗ i)

− ln⃗ i × (ω⃗⃗ i × (ω⃗⃗ i × n⃗ i)) − aθ̈in⃗ i

× (e⃗ 3 × u⃗ i)} 

(14) 

شتاب  α⃗⃗ i ،دورانیمحرک  امین i یاهیاب زاوشت θ̈i که در آن 

 تحرکم صفحه یاهزاوی شتاب ̇ Ω⃗⃗ و یانیم لینک امین i یاهیزاو
 است. ربات

 
 حليل دیناميك رباتت

 ازیمورد نی روهاین افتنی ربات معکوس کینامیهدف از مسئله د

 یمختلف یهااست. روش نیمع ریمس کی برای پیمایشها محرک
ربات وجود دارد.  کی یکینامیآوردن معادلات دبه دست  یبرا

ارائه  یانرژ یهابر روش یمبتن روشی بسیگ [25] 1879در سال 

. فرمول [26] افتیتوسعه  1899در سال  Appellکرد که توسط 
با روش  سهیدر مقا کیرهولونومیغ یهاستمیآپل در س-بسیگ

 به همراه را افتهی میسرعت مختصات تعم رایدارد، ز یلاگرانژ برتر

آپل به -بسیمعادله گ ی. شکل کلکندیم نیگزیها جاآن مشتقات
 :است ریصورت ز

 

S =
1

2
m(a⃗ A.a⃗ A) +

1

2
(α⃗⃗ .

∂H⃗⃗ A
∂t

) + α⃗⃗ .(ω⃗⃗ × H⃗⃗ A)

+ ma⃗ A. (α⃗⃗ × r G
A⁄
)

+ ma⃗ A. [ω⃗⃗ × (ω⃗⃗ × r G
A⁄
] 

(15) 

معادله  های مختلفبخش، شببودمیطور که مشبباهده  همان 
به  لیدل نیاسببت. به هم یجنبشبب یآپل مشببابه تابع انرژ-بسیگ

 A معادله فوق شود که دریشناخته م زیشتاب ن یتابع انرژعنوان 

 a⃗ A جرم جسببم صببلب، m جسببم صببلب،از خواه نقطه دل کی
  جسم صلب یاهیبردار شتاب زاو  α⃗⃗و  A نقطه یبردار شتاب خط

بردار   A، ω⃗⃗حول نقطه سببم صببلب ج یاهیتکانه زاو H⃗⃗ Aاسببت. 

صلب و    یاهیسرعت زاو  سم  مرکز جرم  تیبردار موقع r G/A ج
 است. A جسم صلب نسبت به نقطه

از  یامجموعه دیمشخص کردن حرکت ربات با یبرا 

-PP یدیبریربات هانتخاب شود. در مورد  افتهی میمختصات تعم

(3RSS-PS)به صورت بردار افتهی می، مختصات تعم 𝓆 =

[X Y Z θ1 θ2 θ3]
T افتنی یشوند. برایم فیتعر 

حاکم بر حرکت ربات مربوط به هر  افتهی میتعم یروهاین
از  کیهر  یآپل برا-بسیابتدا معادله گ افته،ی میتعم اتمختص

معادلات  نی. سپس مشتق اشودتشکیل میمتحرک ربات  یاجزا
شود. یمورد نظر محاسبه م هافتی میبا توجه به شتاب مختصات تعم

 میتعم یروهاین به دست آمده، معادله یمشتقات جزئ مجموعبا 
 :شودمحاسبه می ریبه صورت ز افتهی
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Qi =
∂SP1

∂�̈�i

+
∂SP2

∂�̈�i

+
∂SP3

∂�̈�i

+ ∑
∂Sa

j

∂�̈�i

+ ∑
∂Sl

j

∂�̈�i

3

j=1

3

j=1

+
∂SP

∂�̈�i

 

(16)  

 X ،Yدر راستای  هاشتاب محرک یتابع انرژ (16)در معادله  

SP1 با بیبه ترت Zو 
 ،SP2

SP3و  
نشان داده شده است. علاوه بر  

Saدورانی با  محرک امینj یبراشتاب  یتابع انرژ ن،یا
j یو برا j 

Sl با یانیم امین لینک
j و با SP متحرک نشان داده شده  صفحه یبرا

مختصات  امین𝑖 مربوط به افتهی میتعم یروین Qi نیهمچناست. 
 :است که برابر است با افتهی میتعم

 

Q = [Fe1
Fe2

Fe3
τ1 τ2 τ3]T (17)  

Fei که در آن 
گشببتاور   τi و e⃗ i اعمال شببده در امتداد یروین 

مشببتق تابع  ریدوار اسببت. در بخش زلینک هر اعمال شببده به 
صات   یاز اجزا کیهر  یشتاب برا  یانرژ ربات با توجه به مخت
 .گیردمیقرار  یشتاب مورد بررس افتهی میتعم
 

 براي صفحه متحرک آپل-بسيگتحليل معادلات 
 صبببفحه برای آپل  -بسیگ معادله  بردارهای مرتبط با پارامترهای     

نشان داده شده است که شامل بردار شتاب   (4)متحرک در شکل 
 صبببفحه  یاهزاوی  تکانه   و ̇ Ω⃗⃗ یاهی ، بردار شبببتاب زاو a⃗ M یخط

 است. H⃗⃗ M مرکز جرم آن حولمتحرک 
 

 
 

 متحرک رباتصفحه برای  آپل-بسیگپارامترهای   4شکل 
 

متحرک، مرکز  صفحهآپل -بسیبه دست آوردن معادله گ یبرا 
 ن،یشود. بنابرایخواه در نظر گرفته منقطه دل به عنوان M جرم

 :متحرک ربات برابر است با صفحه یشتاب برا یتابع انرژ

 

SP =
1

2
mP(a⃗ M. a⃗ M) +

1

2
Ω⃗⃗ ̇ ∙

∂(H⃗⃗ M)

∂t
+ Ω⃗⃗ ̇ ∙ (Ω⃗⃗ × H⃗⃗ M) 

(18)  

 M متحرک و بردار شببتاب نقطه صببفحهجرم  mP که در آن 
a⃗ Mبرابر  = [Ẍ Ÿ Z̈]T   شتق تکانه زاو ست. م سبت به   یاهیا ن

 :شودمی انیب ریزمان به صورت ز
 

∂(H⃗⃗ M)

∂t
=

∂( IB
PΩ⃗⃗ )

∂t
= IB

PΩ⃗⃗ ̇ + Ω⃗⃗ × IB
PΩ⃗⃗  

(19) 

 

IB که در آن 
P متحرک است که در  صفحه ینرسیتانسور ا

 ینیگزیشده است. پس از جا انیب {B} هیمختصات پا ستمیس

 صفحهشتاب  ی، مشتق تابع انرژ(18)معادله  در (19)معادله 
 :برابر است با افتهی میشتاب مختصات تعم بر حسب متحرک

 

∂SP

∂�̈�i
= mP (a⃗ M ∙

∂a⃗ M
∂�̈�i

) +
∂Ω⃗⃗ ̇

∂�̈�i
∙ IB

PΩ⃗⃗ ̇ +
3

2

∂Ω⃗⃗ ̇

∂�̈�i
∙ (Ω⃗⃗ × IB

PΩ⃗⃗ ) 

(20) 

به شتاب مختصات نسبت  متحرک صفحه یق شتاب خطمشت 
 :است ریبه شرح ز افتهی میتعم

 

∂a⃗ M

∂�̈�i

= e⃗ i;   for i = 1, 2, 3,    
∂a⃗ M

∂�̈�i

= 0;   for i = 4, 5, 6 

(21) 

امین بردار واحد    e⃗ i ،i شبببد، بردار گفته طور که قبلا    همان  

صات     ستگاه مخت ست. به  {B} هیپاد سبه  منظور  ا ̇ Ω⃗⃗∂محا ∂�̈�i⁄ 

ربات  کینماتیاز سماتریس ژاکوبین باید مورد بازبینی قرار گیرد. 

ست که جهت    شخص ا متحرک به حرکت بخش  صفحه  گیریم

 صببفحه یاهیزاوسببرعت  ن،یدارد. بنابرا یربات بسببتگ یمواز

 :نوشت ریبه صورت ز توانمی را  Ω⃗⃗ متحرک
 

Ω⃗⃗ = J4:6,3:6�̇�
∗ (22) 

∗�̇� که در آن  = [Ż θ̇1 θ̇2 θ̇3]
T و Jm:n,p:q از  بخشببی

ستون  nتا  m از ییهافیشامل رد  نیژاکوب سیماتر  pهایی از و 

ست.   qتا  شتق ا  صفحه  یاهیزاوشتاب   (22)معادله گیری از با م

  به دسببت افتهی میمشببتقات مختصببات تعم  متحرک بر حسببب

 .دیآیم
 

Ω⃗⃗ ̇ = J4:6,3:6�̈�
∗ + J̇4:6,3:6�̇�

∗ (23) 
 

ستفاده از    صات   یبرا (20)، معادله های بالامعادلهبا ا هر مخت
 شود.محاسبه می (29)تا  (24)به صورت معادلات  افتهی میتعم
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∂SP

∂�̈�1

=
∂SP

∂Ẍ
= mPẌ (24) 

∂SP

∂�̈�2

=
∂SP

∂Ÿ
= mPŸ 

(25) 

∂SP

∂�̈�3

=
∂SP

∂Z̈
= mPZ̈ + J4:6,1

T ( IB
PΩ⃗⃗ ̇) + 

 

                          
3

2
J4:6,1
T (Ω⃗⃗ × IB

PΩ⃗⃗ ) 

(26) 

∂SP

∂�̈�4

=
∂SP

∂θ̈1

= J4:6,2
T ( IB

PΩ⃗⃗ ̇) +
3

2
J4:6,2
T (Ω⃗⃗ × IB

PΩ⃗⃗ ) 

(27) 
∂SP

∂�̈�5

=
∂SP

∂θ̈2

= J4:6,3
T ( IB

PΩ⃗⃗ ̇) +
3

2
J4:6,3
T (Ω⃗⃗ × IB

PΩ⃗⃗ ) 

(28) 
∂SP

∂�̈�6

=
∂SP

∂θ̈3

= J4:6,4
T ( IB

PΩ⃗⃗ ̇) +
3

2
J4:6,4
T (Ω⃗⃗ × IB

PΩ⃗⃗ ) 

(29) 
 

 مياني هايلينكبراي  آپل-بسيگتحليل معادلات 
 لینک کیآپل -گیبس پارامترهای بردارهای معادله (5)در شبکل  

Glبا مرکز جرم  یانیم
i شببتاب   نینشببان داده شببده اسببت. همچن

a⃗ Gl با بیبه ترت لینک یاهیو زاو یخط

i  وα⃗⃗ i  شبببده نشبببان داده

 .  است
 

 
 

 ربات میانی هایلینکبرای  آپل-بسیگپارامترهای   5شکل 

 

 یانیم لینک پلا -گیبس آوردن تابع به دسبببت یمه، براادادر  
j،معادله به  یشود. شکل کل  یهمان روش قسمت قبل تکرار م  ام

 :استزیر صورت 

Sl
j
=

1

2
ml (a⃗ Gl

j
.a⃗ Gl

j
) +

1

2
α⃗⃗ j ∙

∂ (H⃗⃗ Gl

j
)

∂t
+ α⃗⃗ j ∙ (ω⃗⃗ j × H⃗⃗ Gl

j
) 

(30) 

نک جرم هر  ml که در آن   H⃗⃗ Glو  یانی م لی

j   نه زاو کا  j یاهی ت
ست. عبارت  حول یانیم امین لینک Sl∂ مرکز جرم آن ا

j
/ ∂�̈�i   به

 :شودمحاسبه می ریصورت ز
 

∂Sl
j

∂�̈�i

= ml (a⃗ Gl

j
∙
∂a⃗ Gl

j

∂�̈�i

) +
∂α⃗⃗ j

∂�̈�i

∙ IB
l
j
α⃗⃗ j + 

 

            
3

2

∂α⃗⃗ j

∂�̈�i

∙ (ω⃗⃗ j × IB
l
j
ω⃗⃗ j) 

(31) 

IB که در آن 
l
j  سور ا س یتان ست که در   یانیم لینک امینj ینر ا

  نیرابطه ب جادیشده است. با ا   فیتعر {B}پایه  مختصات  ستم یس 
Glو  Aj شتاب نقاط 

j یانیم لینکمرکز جرم  یتوان شتاب خط یم 
 آورد. به دسترا 

 

a⃗ Aj
= Ẍe⃗ 1 + Ÿe⃗ 2 + θ̈je⃗ 3 × BAj

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  + θ̇je⃗ 3 × (θ̇je⃗ 3 × BAj
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ) 

(32) 

a⃗ 
Gl

j
/Aj

= α⃗⃗ j × AjGl

j⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  + ω⃗⃗ j × (ω⃗⃗ j × AjGl

j⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ) (33)  

a⃗ Gl

j
= a⃗ Aj

+ a⃗ 
Gl

j
/Aj

 (34) 

a⃗ Gl∂ عبارت 

j
∂�̈�i⁄ برابر  افتهی میتعماز مختصات  کیهر  یبرا

 :است با

 
∂a⃗ Gl

j

∂�̈�i

= {

e⃗ i ; for i = 1, 2

∂θ̈j

∂�̈�i

e⃗ 3 × BAj
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  +

∂α⃗⃗ j

∂�̈�i

AjGl

j⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗       ; for i = 3,…,6
 

(35) 

ستفاده از   ست  α⃗⃗ jو  θ̈j با ا سط معادلات  به د و  (13) آمده تو
توان یم نسبت به مختصات تعمیم یافته را  ، مشتق دوم آنها  (14)

 :محاسبه کرد ریبه صورت ز
 

∂θ̈j

∂�̈�i

=
1

an⃗ j ∙ (e⃗ 3 × u⃗ j)
{n⃗ j ∙ e⃗ 3 + bn⃗ j ∙ (

∂Ω⃗⃗ ̇

∂�̈�i

× ℛv⃗ j
′)} 

(36) 

∂α⃗⃗ j

∂�̈�i

=
1

l
{n⃗ j × e⃗ 3 + bn⃗ j × (

∂Ω⃗⃗ ̇

∂�̈�i

× ℛv⃗ j
′) − a

∂θ̈j

∂�̈�i

n⃗ j

× (e⃗ 3 × u⃗ j)} 

(37)  
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و با حل  (31)معادله  در (37)تا  (34)معادلات  ینیگزیبا جا 
ی که مرتبط با آن عبارات افته،ی میهر مختصات تعم یآن برا

 .دیآیم به دست یانیم هایلینکهستند برای  افتهی میتعم یروهاین
 

 هاي محرک دوارلينكبراي  آپل-بسيگتحليل معادلات 
نشان  (6)دوار در شکل  یهاربات متصل به محرک هایلینک

نشان داده شده است  ma دوار با لینکداده شده است. جرم هر 
Ga و نقطه

i  لینک مرکز جرمi یرهایدهد. متغینشان مام را θ̈i  و
H⃗⃗ B

i حول لینک هر  یاهیو تکانه زاو یاهیشتاب زاو بیبه ترت
نقطه که در واقع همان  B نقطه بهستند. شتاشان محور چرخش

است، نیز در شکل نشان  آپل-بسیمعادله گ مشتقاتخواه در دل
 داده شده است.

 

 
 

 ربات محرک دوار هایلینکبرای  آپل-بسیگپارامترهای   6شکل 

 

شده   (38) در معادله امjلینک دوار شتاب   یتابع انرژ  آورده 

 است.
 

Sa
j
=

1

2
ma(a⃗ B.a⃗ B) +

1

2
θ̈je⃗ 3 ∙

∂H⃗⃗ B
j

∂t
+ 

 

      maa⃗ B. (θ̈je⃗ 3 × BGa
j⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗) + maa⃗ B ∙ [θ̇je⃗ 3 × (θ̇je⃗ 3 × BGa

j⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗] 

(38)  

 میمختصات تعم  نسبت به شتاب   یمشتق تابع انرژ  هجیدر نت 
 :شودبه صورت معادلات زیر بیان می افتهی

 

∂Sa
j

∂�̈�1

=
∂Sa

j

∂Ẍ
= maẌ + mae⃗ 1 ∙ (θ̈je⃗ 3 × BGa

j⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗) + 

 

             mae⃗ 1 ∙ (θ̇je⃗ 3 × (θ̇je⃗ 3 × BGa
j⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗)) 

(39) 

∂Sa
j

∂�̈�2

=
∂Sa

j

∂Ÿ
= maŸ + mae⃗ 2 ∙ (θ̈je⃗ 3 × BGa

j⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗) + 

                         mae⃗ 2 ∙ (θ̇je⃗ 3 × (θ̇je⃗ 3 × BGa
j⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗)) 

(40) 

∂Sa
j

∂�̈�3

=
∂Sa

j

∂Z̈
= Iaj

z θ̈j

∂θ̈j

∂Z̈
+ maa⃗ B ∙ (

∂θ̈j

∂Z̈
e⃗ 3 × BGa

j⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗) 

(41) 

∂Sa
j

∂�̈�i

= Iaj
z θ̈j

∂θ̈j

∂�̈�i

+ maa⃗ B ∙ (
∂θ̈j

∂�̈�i

e⃗ 3 × BGa
j⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗) ; 

 

for i = 4,5,6 

(42) 
 

 مركزي سيلندربراي  آپل-بسيگتحليل معادلات 
س  (7)در شکل   شتاب   P3 یا همان نقطه لندریمرکز جرم  و بردار 

 نشان داده شده است. نیز آن
 

 
 رباتسیلندر مرکزی برای  آپل-بسیگپارامترهای   7شکل 

 
 :دیآیم به دست ریبه صورت ز لندریشتاب س یتابع انرژ

 

SP3
=

1

2
mP3

(a⃗ P3
∙ a⃗ P3

) (43) 

mP3 که 
a⃗ P3 و سببیلندر مرکزیجرم  

آن  یر شببتاب خطبردا 
به شببتاب نسبببت  (45)اسببت. با محاسبببه مشببتق دوم معادله  

 خواهد آمد. به دست (50)معادله  افته،ی میمختصات تعم
 

∂SP3

∂�̈�i

= mP3
(a⃗ P3

∙
∂a⃗ P3

∂�̈�i

) (44) 

  افتهی میبه هر مختصبببات تعم نسببببت (44)در ادامه معادله  

 .آورده شده است (48)تا  (45)که در معادلات  ابدییگسترش م
 

∂SP3

∂�̈�i

=
∂SP3

∂Ẍ
= mP3

Ẍ (45) 

∂SP3

∂�̈�i

=
∂SP3

∂Ÿ
= mP3

Ÿ (46) 

∂SP3

∂�̈�i

=
∂SP3

∂Z̈
= mP3

Z̈ (47) 



 87 جواد انفرادی –سید نادر نبوی 
 

علوم کاربردی و محاسباتی در مکانیک هنشری 1403، سال سی و ششم، شماره یک       

∂SP3

∂�̈�i

= 0,       for i=3,…,6 (48) 

 
 𝐗𝐘ميز براي  آپل-بسيگتحليل معادلات 

را  Yو  Xهم که حرکت در راسبببتای     عمود بر یخط ماژول دو 
شکل   P2 و P1های جرم مرکزبا  کندایجاد می شان داده    (8)در  ن

j باکند حرکت می X که در جهت ماژولیشببده اسببت.   =  و 1
jدیگری با  =  شود.شناخته می 2

 

 
 

 XYمیز برای  آپل-بسیگپارامترهای   8شکل 

 
اسبببت، تابع   خطیحرکت   کی  یدارا XYمیز که   ییاز آنجا  

صورت ز یرا م ماژولهر  یشتاب برا  یانرژ سبه    ریتوان به  محا
 ،کرد

SPj
=

1

2
mPj

(a⃗ Pj
∙ a⃗ Pj

) (49) 

 

mPj که در آن 
a⃗ Pj و یخط ماژولجرم هر  

ار شتاب مرکز  برد 
شتق انرژ   جرم آن ست. م سبت به  Y شتاب ماژول  یها ا شتاب    ن

 :شودیم انیب ریبه صورت ز افتهی میمختصات تعم
 

∂SP2

∂�̈�i

= mP2
(a⃗ P2

∙
∂a⃗ P2

∂�̈�i

) (50) 

 

له     عاد ته ی  میاز مختصبببات تعم کی هر  یبرا (50)م به   اف

 بسط داده شده است. (53)تا  (51)دلات صورت جداگانه در معا
 

∂SP2

∂�̈�1

=
∂SP2

∂Ẍ
= mP2

Ẍ (51) 

∂SP2

∂�̈�2

=
∂SP2

∂Ÿ
= mP2

Ÿ (52) 

∂SP2

∂�̈�i

= 0,      for i = 3,…,6 (53) 
 

قدا X در جهت  یماژول خط  یبرا هی رو نیبا اعمال هم     ر، م
∂SP1

/ ∂�̈�i آید.می به دستنیز  افتهی میمختصات تعمهر  یبرا 

 سازي و اعتبارسنجي نتایجشبيه
-PPربات  یکینامیدمعادلات  حیاز حل صح نانیاطم یبرا

(3RSS-PS)سازی شده در نتایج شبیهبا  تئوریمدل  جی، نتا
شکل  شده است. سهیمقا ADAMS یکینامید یسازافزار مدلنرم

را نشان  ADAMSافزار سازی شده در نرممدل شبیه (الف -9)
سازی مناسب برای ربات به منظور ایجاد یک شبیه دهد.می

 فیتعر کارتزین یکار یدر فضا ریشش مس هیبریدی مورد نظر،
مختصات  ستمیس نسبت به یهر درجه آزاد یبرا ریشده است. مس

در جهت مثبت ابتدا ربات  شود که،این صورت تعریف میبه  هیپا
متناظر حرکت  یدرجه آزاد یخود تا حد انتها اولیه تیاز موقع

حرکت ربات به حداکثر سرعت و شتاب خود  نیا یکند. در طیم
به حالت  یحرکت یهایژگیرسد. سپس ربات با همان ویم زین

 جهتدر  یادو مرحله ریمس یگردد. با تکرار متوالیم بر اولیه
خود  درجه آزادیتک  یکار یفضا مخالف، ربات به طور کامل

سرعت  ت،یموقع ینمودارها (ب-9). شکل [27]کند یم یرا ط
نشان  رهایاز مس کیهر  یربات را برا مجری نهایی و شتاب

 دهد.یم
 

 
 )الف(

 
 )ب(

مسیر  ، )ب(ADAMSافزار سازی شده در نرممدل شبیه)الف(   9شکل 

 PP-(3RSS-PS)طراحی شده برای مجری نهایی ربات هیبریدی 
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با استفاده  یهر درجه آزاد ری، مسذکر شدهبا توجه به روش  
سرعت و شتاب مندرج  ت،یموقع یمورد نظر برا ریاز حداکثر مقاد

 به دست خواهد آمد. (1)در جدول 
هیشب یربات برا یکینامیو د یکینماتیس یپارامترها ریمقاد 
که ممان  است. لازم به ذکر است آورده شده (2)در جدول  یساز

 انیمتحرک ببرای هر عضو  یاصل یبا توجه به محورها ینرسیا
 است.شده 
 و گشتاورهای روهاین سازی در ادامه نموداربه منظور خلاصه 

و برای درجه  Surgeانتقالی  درجه آزادی یبرا های رباتمحرک
دل برای حل تئوری و م به صورت جداگانه Yawآزادی دورانی 

شود، یطور که مشاهده م همان .است آورده شدهی سازهیشب
 حرکت ریدر محور عمود بر جهت مس الیمحرک ربات سر یروین

انجام  یبرا یربات مواز یکه برا یبرابر با صفر است در حال
اعمال کنند.  ییرویها ناست که تمام محرک زملا ریمس کیکامل 

شود تحلیل دینامیک ربات از مقایسه دو حل موجود مشاهده می
 به درستی انجام شده است. PP-(3RSS-PS)یدی هیبر

 

 PP-(3RSS-PS)مسیر طراحی شده برای مجری نهایی ربات هیبریدی   1جدول 
 

 Surge Sway Heave Roll Pitch Yaw درجه آزادی

 ±9 ±9 ±4 ±8 ±8 ±24 (cm)|(°) موقعیت

 15 15 6 13 13 42 (cm/s)|(s/°) سرعت

 100 100 40 88 88 280 (cm/s2)|(s2/°) شتاب
 

 PP-(3RSS-PS)ربات هیبریدی و دینامیکی  پارامترهای سینماتیکی 2جدول 
 

 مقدار پارامتر عضو متحرک ربات مقدار پارامتر عضو متحرک ربات

} Yو  Xمیز  a 0.40 (m) های دوارلینک
mP1

mP2

} {
1.00 (kg)
1.00 (kg)

} 

} های دوارکلین l 0.70 (m) های میانیلینک
ma

Ia
z } {

2.00 (kg)

0.50 (kg.m2)
} 

} های میانیلینک b 0.27 (m) متحرک صفحه
ml

Il
N } {

3.00 (kg)

diag (2, 2, 2)(kg.m2)
} 

} متحرک صفحه   
mP

IP
M } {

10.00 (kg)

diag (100, 100, 100)(kg.m2)
} 

 

  

  

  
 Surgeدر مسیر حرکتی  PP-(3RSS-PS)های ربات هیبریدی نمودار نیروها و گشتاورهای مورد نیاز برای محرک  10شکل 
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 Yawحرکتی  در مسیر PP-(3RSS-PS)های ربات هیبریدی نمودار نیروها و گشتاورهای مورد نیاز برای محرک  11شکل 

 

 Yawاهای عملگرهای ربات هیبریدی برای مسیر مقدار میانگین توان دوم خط  3جدول 
 

 FX FY FZ τ1 τ2 τ3 عملگر مربوطه

MSE 4.13 × 10−11 3.22 × 10−11 5.31 × 10−11 3.62 × 10−5 3.67 × 10−5 3.46 × 10−5 
 

سازی میانگین توان به منظور مقایسه بین نتایج تحلیلی و شبیه 
برای هر کدام از ( MSE) (Mean Squared Error) دوم خطاها

به صورت  Yaw مسیر به عنوان نمونه فقط برایعملگرها و 

آورده شده  (3)محاسبه شده است و نتایج آن در جدول  جداگانه
آوردن میانگین توان دوم خطا از یک  به دستبرای است. 

توان از رابطه زیر استفاده می داده است nای که دارای مجموعه

 :کرد
 

MSE =
1

n
∑(Yi − Ŷi)

2
n

i=1

 (54) 

 

Yi)که در آن   − Ŷi)
مقدار مربع خطای هر داده را محاسبببه   2

 کند.می

               شود آمده مشاهده می به دستبا توجه به مقادیر  
سازی و تحلیلی از مطابقت خوبی با هم برخوردار نتایج شبیه

 هستند.
عملگرهای خطی و دورانی ربات دقت شود  لازم به ذکر است 

حرکتی خود را در  تأثیرهیبریدی معرفی شده به طور مستقیم 
دهند. این بدان منظور است حرکت درجات آزادی ربات نشان می

ثر ؤمعلاوه بر نقش  Heaveکه به عنوان مثال در راستای حرکتی 
 بایست حرکتعملگر خطی میانی سه عملگر دورانی ربات نیز می
داشته باشد.  𝑍کنند تا مجری نهایی ربات حرکتی در راستای 

نحوه حرکتی عملگرهای خطی و دورانی ربات را به  (12)شکل 
 .دهدا نشان می Heaveازای حکرت در راستای 
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 Heaveموقعیت عملگرهای خطی و دورانی ربات هیبریدی به ازای حرکت در راستای   12شکل 

 

 يگيرنتيجه
ستفاده از خروج  یساز هیشب  جینتا   ADAMS افزارنرم یهایبا ا

را آمده  به دست  یکینامیمشخص، صحت مدل د   ریدر شش مس  
  یسازهیو شب یلیتحل یهاتوان از مدلیم جهیاند. در نتثابت کرده

آپل، -بسیبودن روش گ حیاسببتفاده کرد. صببر  گریکدی یبه جا
ستخراج معادلات و تول  ست    یس ینوبرنامه کد دیا سان کرده ا را آ

سبه د  یتابع ثابت برا کیاز  رایز سمت به طور   کینامیمحا هر ق
ستفاده م  سا   نیکه ا یزیشود. چ یجداگانه ا سبت به   ریربات را ن

و  Yو  X ماژولار مسببتقل یکار یکند، فضببایم زیها متماربات
ست. ا   ینامحدود با طراح یاوحرکت  شرده آن ا   یهایژگیو نیف

مناسب    یانهیرا به گز PP-(3RSS-PS) هیبریدیربات  ذکر شده 
شتاب و   یکند که برایم لیتبد یساز رانندگ هیشب  یبرا مراحل 

 یادی ز حرکت یاو  و  یکاهش سبببرعت به محدوده حرکت طول     
تواند به یم یشنهاد یپ PP-(3RSS-PS) یدیبریدارد. ربات ه ازین

 ریبا سببا سببهیو مقا یسببازنهیبه یبرا یمطالعه مورد کیعنوان 
عملکرد  یهابا در نظر گرفتن شبباخص یمعمول یسببازهاهیشببب

 مختلف استفاده شود.
 علائم فهرست

a دوار یهانکیل از کی هر طول 

a⃗ M ربات یینها یمجر شتاب 
b متحرک صفحه یهالبه از کی هر طول 
C1 گذردیم نییپا یکرو اتصالات مرکز از که یارهیدا 

 
C2 گذردیم بالا یکرو اتصالات رکزم از که یارهیدا 
e⃗ i هیمختصات ثابت و پا ستمیواحد در س یبردارها 

Fei
 𝑒 𝑖اعمال شده در امتداد  یروین 

H⃗⃗ M مرکز جرم آن  حولمتحرک  صفحه یاهیزاو تکانه 
IB
l
j
 یانیم نکیل نیام𝑗 ینرسیتانسور ا 

J ربات نیژاکوب سیماتر 
l یانیم یهانکیاز ل کیهر  طول  

ma دوار یهانکیل از کی هر جرم 

ml یانیم یهانکیل از کی هر جرم 
mP1

 𝑋 یدر راستا یمحرک خط جرم 
mP2

 𝑌 یدر راستا یمحرک خط جرم 

mP3
 یمرکز لندریس جرم 

M متحرک صفحه مرکز 
n⃗ i  بردار یکه در راستای لینک میانیiام 
Sa

j  دورانی محرک امینjی شتاب برا یتابع انرژ 
Sl

j ی شتاب برا یتابع انرژjیانیم لینک امین 
SPi

 ی خطی هاشتاب محرک یتابع انرژ 

u⃗ i  بردار یکه در راستای لینک دورانیiام 
v⃗ i ی بردار یکه در راستای لبهiام صفحه متحرک 
α⃗⃗ i میانی  ای لینکشتاب زاویهiام 

ℛ ماتریس دوران 
θi  زاویه دوران لینک دوارiام 
θ̇i ای لینک دوار سرعت زاویهiام 

θ̈i ای لینک دوار شتاب زاویهiام 
Ω⃗⃗  ای صفحه متحرکسرعت زاویه 
Ω⃗⃗ ̇ ای صفحه متحرکشتاب زاویه 
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ω⃗⃗ i میانی  ای لینکسرعت زاویهiام 
τi اعمال شده به لینک دوار  گشتاورiام 

 
 واژه نامه  

Acceleration energy function تابع انرژی شتاب 

Angular acceleration ایشتاب زاویه 

Angular momentum ایتکانه زاویه 

Angular velocity ایسرعت زاویه 

Closed kinematic chain زنجیره سینماتیک بسته 

Dynamics دینامیک 

End- Effector   مجری نهایی 
Gibbs- Appell Method اپل -روش گیبس 

Jacobian ژاکوبین 
Hybrid Robot ربات هیبریدی 
Kinematics سینماتیک 
Mean square error میانگین توان دوم خطاها 
Parallel robot ربات موازی 
Serial robot ربات سریال 
Screw theory نظریه پیچ 
Trajectory یرمس 

 
 تقدیر و تشكر 
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