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Abstract. In this article, first, with a simple technique, we obtain a well-
known formula about the gamma function and some theorems of Laplace trans-
forms. After that, we mention a new formula, which can be used to calculate
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polynomials. Then with the help of the same formula, we obtain a new model
for the gamma function in natural numbers.
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طبیعی اعداد در گاما تابع برای جدید مدلی

محمدیان∗ رستم

اهواز چمران شهید دانشگاه کامپیوتر، و ریاضی علوم دانشکده ریاضی، گروه

mohamadian_r@scu.ac.ir

تبدیلات از قضیه چند و گاما تابع درباره شده شناخته فرمول یک ساده، تکنیکی با ابتدا مقاله این در چکیده.

انتگرال های از برخی می توان آن کمک به که می کنیم اشاره فرمولی به آن از پس می آوریم. به دست را لاپلاس

در جدیدی همگرایی نتیجه گوس، انتگرال و آن کمک به هم چنین و کرد محاسبه را راحت نه چندان ناسره

گاما تابع برای جدیدی مدل فرمول، همان کمک به سپس می آوریم. به دست هرمیت چندجمله ای های خصوص

می آوریم. به دست طبیعی اعداد در

پیش گفتار .١

و لاپلاس تبدیلات بتا، گاما، تابع اهمیت مهندسی و فیزیک جمله از علوم شاخه های دیگر و ریاضی در

کمک با ما مقاله این در نیست. پوشیده هیچ کس بر ناسره انتگرال های و سری ها واگرایی یا همگرایی مبحث

این صورت به مقاله می  کنیم. بیان مفاهیم این خصوص در را مطالبی نشده، دیده فرمولی و مکلورن سری های

سری های هندسی، سری و لاپلاس تبدیل کمک با است مقدماتی اندکی که دوم بخش در که است شده بخش بندی

در می کنیم. ثابت را گاما تابع به مربوط فرمولی دوجمله ای سری کمک با و آورده به دست را معروف مکلورن

بهره گیری با چهارم، بخش در می کنیم. ثابت سریها کمک به فقط را لاپلاس تبدیلات مهم قضایای سوم، بخش
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و بتا تابع از تعمیمی جمله آن از می یابیم. را آسان نه چندان ناسره انتگرال های از برخی عددی مقدار فرمولی، از

پس می آوریم. به دست گوس انتگرال کمک به البته هرمیت چندجمله ای های خصوص در مهمی همگرایی نتیجه

درباره بحث به اندکی نهایت در می آوریم. به دست طبیعی اعداد ازای به گاما تابع برای جدیدی نمایش آن از

تمام به جزئیات دیدن برای می توانید دارند عمومی حالت مطالب که آنجا از می پردازیم. خاص عددی سری یک

کنید. نگاه مراجع

لاپلاس و دوجمله ای و هندسی سری های .٢

می آوریم. به دست را معروف مکلورن سری های لاپلاس، تبدیلات و هندسی سری کمک با بخش این در

بر فرض جمله آن از کنیم. اشاره آنها به آن که بدون هستند برقرار نیاز مورد شرایط تمام که است آن بر فرض

به لاپلاس تبدیل از سخن جا هر و بوده برابر معلوم بازه در خود مکلورن بسط با بحث مورد توابع که است آن

سری، یک معکوس لاپلاس و لاپلاس هم چنین است. نمایی مرتبه از و پیوسته تکه تکه به طور تابع می آید میان

است. آن جملات تک تک معکوس لاپلاس یا لاپلاس با برابر

که x = 1
p

کنیم فرض می گیریم. نظر در را 1
1−x

=
∑∞

n=0 x
n سری 0 < x < 1 فرض با .٢. ١ مثال

دراین صورت p > 1

1

p− 1
=

∞∑
n=0

1

pn+1

بنابراین

L−1(
1

p− 1
) =

∞∑
n=0

L−1(
1

pn+1
).

نتیجه در

ex =
∞∑
n=0

xn

n!
.

.p > 0 و x = 1
p

کنیم فرض می گیریم. نظر در را 1
1+x2 =

∑∞
n=0(−1)nx2n سری .٢. ٢ مثال

دراین صورت
p2

p2 + 1
=

∞∑
n=0

(−1)n
1

p2n
.

نتیجه در
1

p2 + 1
=

∞∑
n=0

(−1)n
1

p2n+2
.

بنابراین

L−1(
1

p2 + 1
) =

∞∑
n=0

(−1)nL−1(
1

p2n+2
).
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نتیجه در

sin(x) =
∞∑
n=0

(−1)n
x2n+1

(2n+ 1)!
.

آورد. به دست را cosh(x) و sinh(x) و cos(x) توابع مکلورن سری های می توان مشابه کاملا به طور

بیابید. را f(x) آن گاه ،L(f(x)) = p
p2+4

اگر .٢. ٣ مثال

کنیم حل:فرض

f(x) =
∞∑
n=0

anx
n =

∞∑
n=0

a2nx
2n +

∞∑
n=0

a2n+1x
2n+1.

بنابراین

L(f(x)) =
∞∑
n=0

a2n
(2n)!

p2n+1
+

∞∑
n=0

a2n+1
(2n+ 1)!

p2n+2
. (٢. ١)

داریم p > 2 شرط با و هندسی سری داشتن با دیگر طرف از

L(f(x)) =
1

p(1 + 4
p2
)
=

∞∑
n=0

(−1)n
4n

p2n+1
. (٢. ٢)

داشت خواهیم آنجا از که .a2n+1 = 0 و (2n)! · a2n = (−1)n4n می شود نتیجه (٢. ٢) و (٢. ١) از

نوشت: می توان بنابراین .a2n = (−1)n4n

(2n)!

f(x) =
∞∑
n=0

a2nx
2n =

∞∑
n=0

(−1)n4n

(2n)!
x2n =

∞∑
n=0

(−1)n

(2n)!
(2x)2n = cos(2x).

را گاما تابع به مربوط معروف فرمول یک دوجمله ای سری کمک با و شده گفته تکنیک همان با ادامه در

دوجمله ای سری 0 < x < 1 فرض با می آوریم. به دست

(1 + x)m =
∞∑
n=0

(
m

n

)
xn

می گیریم. نظر در را

دراین صورت .m = −1
2

کنیم فرض

1√
1 + x

=
∞∑
n=0

(−1
2

n

)
xn.
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دراین صورت .x = 1
p2

می دهیم قرار

p√
p2 + 1

=
∞∑
n=0

(−1
2

n

)
1

p2n

نتیجه در و
1√

p2 + 1
=

∞∑
n=0

(−1
2

n

)
1

p2n+1
.

حال

L−1(
1√

p2 + 1
) =

∞∑
n=0

(−1
2

n

)
L−1(

1

p2n+1
)

پس
∞∑
n=0

(−1
2

n

)
x2n

(2n)!
=

∞∑
n=0

(−1)n

22n(n!)2
x2n.

1−)درنتیجه
2

n

)
=

(−1)n(2n)!

22n(n!)2
.

داریم نهایت در و

Γ(
1

2
− n) =

(−1)n22nn!

(2n)!
Γ(

1

2
).

لاپلاس قضایای از برخی .٣

کنولوسیون قضیه جمله آن از لاپلاس تبدیل به مربوط شده شناخته قضایای تکنیک، همان با بخش این در

f(x) تابع که است آن بر فرض می آوریم. به دست مکلورن سری های کمک با را بتا تابع به مربوط فرمولی و

و L(f(x)) = F (p) داریم به علاوه است. موجود f(x) تابع لاپلاس تبدیل هم چنین و مکلورن سری دارای

است. فراهم سیگما و لاپلاس جابجایی شرایط هم چنین

.L(xf(x)) = −F ′(p) آن گاه ،L(f(x)) = F (p) اگر لاپلاس). تبدیل (مشتق ٣. ١ قضیه

داشت: خواهیم طرفین از گرفتن لاپلاس تبدیل با f(x) =
∑∞

n=0
f (n)(0)

n!
xn کنیم فرض برهان.

L(f(x)) =
∞∑
n=0

f (n)(0)

n!

n!

pn+1
= F (p).

که: است واضح دیگر طرف از

xf(x) =
∞∑
n=0

f (n)(0)

n!
xn+1,
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و

F ′(p) = −
∞∑
n=0

f (n)(0)
n+ 1

pn+2
.

داشت: خواهیم طرفین از گرفتن لاپلاس تبدیل با دوباره

L(xf(x)) =
∞∑
n=0

f (n)(0)

n!

(n+ 1)!

pn+2
=

∞∑
n=0

f (n)(0)
n+ 1

pn+2
= −F ′(p),

است. مطلوب نتیجه همان که

□

آن گاه ،L(f(x)) = F (p) باشیم داشته اگر مشتق). لاپلاس (تبدیل ٣. ٢ قضیه

.L(f ′(x)) = pF (p)− f(0).

داشت: خواهیم طرفین از گرفتن لاپلاس تبدیل با f ′(x) =
∑∞

n=1
f (n)(0)
(n−1)!

xn−1 که است واضح برهان.

L(f ′(x)) =
∞∑
n=1

f (n)(0)

pn
= p

∞∑
n=1

f (n)(0)

pn+1
.

نوشت: می توان نتیجه در

L(f ′(x)) = p(
∞∑
n=0

f (n)(0)

pn+1
− f(0)

p
) = pF (p)− f(0),

□ است. مطلوب نتیجه همان که

آورد. به دست را f (n)(x) یعنی تابع، ام −n مرتبه مشتق لاپلاس تبدیل می توان فوق روال با مشابه به طور

داد نشان می توان نمونه به عنوان

L(f ′′(x)) = p2L(f(x))− pf(0)− f ′(0).

.L(
∫ x

0
f(x)dx) = F (p)

p
آن گاه ،L(f(x)) = F (p) اگر انتگرال). لاپلاس (تبدیل ٣. ٣ قضیه

که است واضح ∫برهان. x

0

f(x)dx =
∞∑
n=0

f (n)(0)

n!

xn+1

n+ 1
=

∞∑
n=0

f (n)(0)

(n+ 1)!
xn+1.
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داشت: خواهیم طرفین از گرفتن لاپلاس تبدیل با

L(

∫ x

0

f(x)dx) =
∞∑
n=0

f (n)(0)

pn+2
=

1

p

∞∑
n=0

f (n)(0)

pn+1
=

F (p)

p
,

است. مطلوب نتیجه همان که

□

داریم f(0) = 0 فرض با آن گاه L(f(x)) = F (p) اگر لاپلاس). تبدیل (انتگرال ۴ .٣ قضیه

.

∫ ∞

p

F (p)dp = L(
f(x)

x
).

بنابراین F (p) =
∑∞

n=1
f (n)(0)
pn+1 داریم دیگر طرف از .L(f(x)

x
) =

∑∞
n=1

f (n)(0)
npn

که است واضح ∫برهان. b

p

F (p)dp =
∞∑
n=1

f (n)(0)

npn
−

∞∑
n=1

f (n)(0)

nbn

نتیجه ∫در ∞

p

F (p)dp = lim
b→∞

∫ b

p

F (p)dp =
∞∑
n=1

f (n)(0)

npn
= L(

f(x)

x
)

□ است. تمام کار و

.L(eaxf(x)) = F (p− a) آن گاه ،L(f(x)) = F (p) اگر (انتقال). ۵ .٣ قضیه

برهان.

L(eaxf(x)) =
∞∑
n=0

f (n)(0)

n!
L(eaxxn) =

∞∑
n=0

f (n)(0)

n!

n!

(p− a)n+1
= F (p− a).

□

باشیم. داشته را L(eaxxn) است کافی L(eaxf(x)) دانستن برای دیگر عبارت به

دراین صورت باشند. لازم شرایط با تابع دو g(x) و f(x) کنیم فرض (کنولوسیون). ۶ .٣ قضیه

L(f ∗ g) =
∞∑
n=0

n∑
k=0

1

pn+2
f (k)(0)g(n−k)(0).
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که است آشکار برهان.

L(f(x)) =
∞∑
n=0

f (n)(0)

pn+1
= F (p),

L(g(x)) =
∞∑
n=0

g(n)(0)

pn+1
= G(p).

بنابراین

L(f ∗ g) = F (p)G(p) =
∞∑
n=0

n∑
k=0

1

pn+2
f (k)(0)g(n−k)(0).

□

یک آزمایی، راستی برای آورد. به دست را پیچیده سری های از برخی مجموع می توان فوق فرمول کمک به

می کنیم. ارائه زیر در ساده نمونه

می دانیم کنولوسیون فرمول بر بنا صورت این در g(x) = sin(x) و f(x) = x کنیم فرض .٣. ٧ مثال

L(f ∗ g) = 1

p2(p2 + 1)
.

که دید توان می محاسبات انجام با اکنون
∞∑
n=0

n∑
k=0

1

pn+2
f (k)(0)g(n−k)(0) =

1

p4

∞∑
n=0

(−1)n

p2n
=

1

p4
p2

p2 + 1
=

1

p2(p2 + 1)
.

می گیریم. نظر در را زیر تابع می آوریم. به دست را بتا تابع از ساده تعمیمی ادامه در

Ba(m,n) =

∫ a

0

xm−1(a− x)n−1dx

که دید می توان به راحتی x = at متغیر تغییر با

Ba(m,n) = B(m,n)am+n−1 =
Γ(m)Γ(n)

Γ(m+ n)
am+n−1

این فرمول های کمک به اکنون بتاست. معروف تابع B(m,n) =
∫ 1

0
xm−1(1− x)n−1dx آن در که

می دهیم. نشان را گزاره این بخش

داشت خواهیم بگیریم معکوس لاپلاس کنولوسیون قضیه طرفین از اگر بتا). تابع (تعمیم ٣. ٨ مثال

f ∗ g =
∞∑
n=0

n∑
k=0

1

(n+ 1)!
f (k)(0)g(n−k)(0)xn+1. (٣. ١)

داریم دیگر طرف از
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f ∗ g =

∫ x

0

f(t)g(x− t)dt =

∫ x

0

[( ∞∑
n=0

f (n)(0)

n!
tn
)( ∞∑

n=0

g(n)(0)

n!
(x− t)n

)]
dt

=

∫ x

0

( ∞∑
n=0

n∑
k=0

f (k)(0)

k!
tk
g(n−k)(0)

(n− k)!
(x− t)n−k

)
dt

= (
∞∑
n=0

n∑
k=0

f (k)(0)

k!

g(n−k)(0)

(n− k)!

∫ x

0

tk(x− t)n−kdt
)
. (٣. ٢)

می شود نتیجه (٣. ٢) و (٣. ١) روابط از ∫اکنون x

0

tk(x− t)n−kdt =
k!(n− k)!

(n+ 1)!
xn+1.

نوشت می توان حروف تغییر با

∫ a

0

xm−1(a− x)n−1dx =
(m− 1)!(n− 1)!

(m+ n− 1)!
am+n−1.

مهم فرمولی کمک به انتگرال ها از برخی مقدار یافتن .۴

می کنیم. دنبال را هدف دو لاپلاس، تبدیلات و مکلورن سری های کمک به فرمولی ساختن با بخش این در

دیگری و سریهاست کمک به مجازی انتگرال های از برخی عددی مقدار یافتن و همگرایی دادن نشان یکی

انتگرال های کمک به شفاف به طور آن عمومی جمله دانستن بدون البته سری ها از برخی همگرایی دادن نشان

سری های و اول نوع مجازی انتگرال های که می بینیم گاه آنالیز در جمله از ریاضی از شاخه هایی در مجازی.

فرمول کرد. اشاره سری ها همگرایی برای انتگرال آزمون به می توان جمله آن از که هم رفتارند نامتناهی عددی

برابر هم با نیز دو آن مقدار هم رفتاری بر علاوه که می دهد نشان می کنیم ارائه را آن اینک هم که بخش این اصلی

را [۵ .٣. ٨ قضیه ،٧] مرجع دست، این از نمونه برای دارد. محاسبات در بالایی اهمیت موضوع این و است

قضیه کلی حالت واقع در سریهایست برحسب ناسره انتگرال های محاسبه در مفیدی ابزار که زیر قضیه بنگرید.

پرداختیم. آن به قبل بخش در که است لاپلاس تبدیل انتگرال

آن که فرض با دراین صورت باشد. موجود I بازه روی f(x) تابع مکلورن بسط کنیم فرض .١ .۴ قضیه

داریم x ∈ I − {0}∫ ∞

0

f(x)− f(0)

x
e−pxdx =

∞∑
n=1

f (n)(0)

npn

نوشت می توان بنابراین .f(x) =
∑∞

n=0
f (n)(0)

n!
xn داریم فرض طبق برهان.
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f(x)

x
=

∞∑
n=0

f (n)(0)

n!
xn−1 =

f(0)

x
+

∞∑
n=1

f (n)(0)

n!
xn−1.

داریم limx→0+
f(x)−f(0)

x
وجود شرط و لاپلاس تبدیل وجود شرط با طرفین، از گرفتن لاپلاس تبدیل با اکنون

L
(f(x)− f(0)

x

)
=

∞∑
n=1

f (n)(0)

n!

(n− 1)!

pn
.

نوشت: می توان نتیجه در

L
(f(x)− f(0)

x

)
=

∞∑
n=1

f (n)(0)

npn
.

داشت: خواهیم لاپلاس تعریف به توجه ∫با ∞

0

f(x)− f(0)

x
e−pxdx =

∞∑
n=1

f (n)(0)

npn
. اصلی) فرمول )

□

برای نسبت آزمون به آن از پیش اما می کنیم. حساب را سری و انتگرال چند فرمول، این کمک به ادامه در

کند. می بیان را انتگرال و مشتق و حد میان سه گانه ارتباطی این جا در که می کنیم اشاره سری این همگرایی

برای دراین صورت f (n)(0) ̸= 0 باشیم داشته n طبیعی عدد هر برای کنیم فرض نسبت). (آزمون ٢ .۴ نکته

که: گفت می توان مناسب های p

. limn→∞ |f
(n+1)(0)

f (n)(0)
| < p اگر همگراست انتگرال (الف)

. limn→∞ |f
(n+1)(0)

f (n)(0)
| > p اگر واگراست انتگرال (ب)

. limn→∞ |f
(n+1)(0)

f (n)(0)
| = p اگر است بی نتیجه آزمون (پ)

به دست زیر شرح به دیگری انتگرال های محاسبه برای و دیگر حالت در می توان را اصلی فرمول .٣ .۴ نکته

آورد.

∫ ∞

0

f(x)− f(0)− xf
′
(0)

x2
e−pxdx =

∞∑
n=2

f (n)(0)

n(n− 1)pn−1
.

نوشت: می  توان کلی ∫به طور ∞

0

f(x)−
∑m

k=0
f (k)(0)

k!
xk

xm+1
e−pxdx =

∞∑
n=m+1

f (n)(0)

n(n− 1) · · · (n−m)pn−m
.

دیگری صورت و گرفت نظر در c دلخواه نقطه حول را تابع تیلر بسط ،١ .۴ قضیه در می توان که کنیم نشان خاطر

آورد. به دست را فرمول ها این از
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می کنیم. حساب را زیر انتگرال ،٣ .۴ ازنکته نمونه ای به عنوان

بگیریم انتگرال tan−1(x) مکلورن سری از اگر این صورت در f(x) = 1− cos(x) کنیم فرض .۴ .۴ مثال

داشت خواهیم

x tan−1(x)− 1

2
ln(x2 + 1) =

∞∑
n=0

(−1)n

(2n+ 1)(2n+ 2)
x2n+2.

داریم x = 1
p

فرض با

1

p
tan−1(

1

p
)− 1

2
ln((

1

p
)2 + 1) =

∞∑
n=0

(−1)n

(2n+ 1)(2n+ 2)

1

p2n+2
.

که می شود دیده راحتی به بنابراین

∞∑
n=0

(−1)n

(2n+ 1)(2n+ 2)

1

p2n+2
=

∞∑
n=2

f (n)(0)

n(n− 1)pn−1
.

داریم: فوق فرمول طبق ∫پس ∞

0

1− cos(x)

x2
e−pxdx = tan−1(

1

p
)− 1

2
p ln((

1

p
)2 + 1).

داشت خواهیم بگیریم حد طرفین از p → 0 وقتی که اگر ∫اکنون ∞

0

1− cos(x)

x2
dx =

π

2

است. شده شناخته نتیجه ای که

می کنیم. بررسی را انتگرال چندین همگرایی اصلی، فرمول کمک به اکنون

دیگر به عبارت .f (n)(x) = sin(x+ nπ
2
) داریم دراین صورت .f(x) = sin(x) کنیم فرض .۵ .۴ مثال

f (n)(0) =

0 , n = 2k,

(−1)k , n = 2k + 1.

داریم اصلی فرمول طبق ∫بنابراین ∞

0

sin(x)

x
e−pxdx =

∞∑
n=1

f (n)(0)

npn
=

∞∑
n=0

(−1)n

(2n+ 1)p2n+1
= tan−1(

1

p
).

آن گاه ،p = 1 دهیم قرار ∫اگر ∞

0

sin(x)

x
e−xdx =

∞∑
n=0

(−1)n

(2n+ 1)
=

π

4
.
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می شود نتیجه هم چنین

∫ ∞

0

sin(x)

x
= lim

p→0+

∫ ∞

0

sin(x)

x
e−px = lim

p→0+
tan−1(

1

p
) =

π

2
.

داریم دراین صورت .f(x) = xm+1

m!
کنیم فرض .۶ .۴ مثال

f (n)(0) =

0 , n ̸= m+ 1,

m+ 1 , n = m+ 1.

داریم اصلی فرمول طبق بنابراین

L(xm) =

∫ ∞

0

xme−pxdx =
m!

pm+1
.

آنگاه ،p = 1 دهید قرار اگر

∫ ∞

0

xme−xdx = m! = Γ(m+ 1).

داریم اصلی فرمول طبق پس ،f (2n)(0) = (−1)n دراین صورت .f(x) = cos(x). کنیم فرض .٧ .۴ مثال

∫ ∞

0

cos(x)− 1

x
e−pxdx =

∞∑
n=1

(−1)n

2np2n
.
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داریم هندسی سری طبق طرفی از

p

p2 + 1
=

∞∑
n=0

(−1)n

p2n+1

⇒ p

p2 + 1
=

1

p
+

∞∑
n=1

(−1)n

p2n+1

⇒
∫ p

1

s

s2 + 1
ds =

∫ p

1

1

s
ds+

∞∑
n=1

∫ p

1

(−1)n

p2n+1
dp

⇒ 1

2
ln(

p2 + 1

2
) = ln(p) +

∞∑
n=1

(−1)n

2n
−

∞∑
n=1

(−1)n

2np2n

⇒
∞∑
n=1

(−1)n

2np2n
= ln(p)− ln(

√
p2 + 1

2
) +

∞∑
n=1

(−1)n

2n
= ln(

p
√
2√

p2 + 1
) +

∞∑
n=1

(−1)n

2n

⇒
∫ ∞

0

cos(x)− 1

x
e−pxdx = ln(

p
√
2√

p2 + 1
) +

∞∑
n=1

(−1)n

2n

= ln(
p
√
2√

p2 + 1
) +

∞∑
n=0

(−1)n+1

2(n+ 1)

= ln(
p
√
2√

p2 + 1
)− 1

2
ln 2 = ln(

p√
p2 + 1

).

نتیجه ∫در ∞

0

cos(x)− 1

x
e−pxdx =

∞∑
n=1

(−1)n

2np2n
= ln(

p√
p2 + 1

).

داریم p = 1 فرض با

∫ ∞

0

cos(x)− 1

x
e−xdx = −1

2
ln 2.

که دید می توان به آسانی این صورت در a, b > 0 و f(x) = e−(a−1)x − e−(b−1)x کنیم فرض .٨ .۴ مثال

f (n)(0) = (−1)n+1((b− 1)− (a− 1)).

داریم اصلی فرمول طبق پس

∫ ∞

0

e−(a−1)x − e−(b−1)x

x
e−pxdx =

∞∑
n=1

f (n)(0)

npn
.
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داریم p = 1 فرض ∫با ∞

0

e−ax − e−bx

x
dx =

∞∑
n=1

f (n)(0)

n
=

∞∑
n=1

(−1)n+1

n
((b− 1)− (a− 1))

=
∞∑
n=1

(−1)n+1

n
(b− 1)−

∞∑
n=1

(−1)n+1

n
(a− 1)

= ln(b)− ln(a) = ln(
b

a
).

f (2k)(0) = (−1)k(a2k − b2k) دراین صورت .f(x) = cos(ax)− cos(bx) کنیم فرض .٩ .۴ مثال

داریم اصلی فرمول طبق p > 0 برای .f (2k+1)(0) = 0 ∫و ∞

0

cos(ax)− cos(bx)

x
e−pxdx =

∞∑
n=1

(−1)n
(a2n − b2n)

2np2n

=
∞∑
n=1

(−1)n

2n
(
a

p
)2n −

∞∑
n=1

(−1)n

2n
(
b

p
)2n

=
1

2
ln
(
|p

2 + a2

p2 + b2
|
)
.

داریم p → 0 که وقتی طرفین از حدگیری با

∫ ∞

0

cos(ax)− cos(bx)

x
dx = ln(

b

a
).

به توجه با آن گاه ،f(x) = xg(x) باشیم داشته و باشد مشتق پذیر مرتبه ای هر از g تابع اگر .١٠ .۴ نکته

داریم لایبنیتز قضیه

f (n)(x) = xg(n)(x) + ng(n−1)(x)

→ f (n)(0) = ng(n−1)(0)

→
∞∑
n=1

f (n)(0)

npn
=

∞∑
n=1

g(n−1)(0)

pn

→
∫ ∞

0

g(x)e−pxdx =
∞∑
n=1

g(n−1)(0)

pn
=

∞∑
n=0

g(n)(0)

pn+1
.

∫∞
0

e−axe−pxdx = با است برابر فوق فرمول چپ طرف دراین صورت .g(x) = e−ax کنیم فرض .١١ .۴ مثال

داریم g(n)(0) = (−1)nan این که به توجه با دوم طرف برای . 1
p+a
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∞∑
n=0

g(n)(0)

pn+1
=

1

p

∞∑
n=0

(−1)n(
a

p
)n =

1

p

1

1 + a
p

=
1

p+ a

دهد. می نشان را آن درستی که

می توان آن گاه ،f(x) = xg(x)ex باشیم داشته و باشد مشتق پذیر مرتبه ای هر از g تابع اگر .١٢ .۴ نکته

داد نشان

f (n)(x) =
n∑

k=1

n

(
n− 1

k − 1

)
g(k−1)(x).

نوشت می توان اصلی فرمول طبق بنابراین

∫ ∞

0

g(x)dx =
∞∑
n=0

n∑
k=0

(
n

k

)
g(k)(0).

فرمول چپ طرف دراین صورت .0 < a ≤ 1 باشیم داشته آن در که g(x) = e−ax کنیم فرض .١٣ .۴ مثال

داریم g(n)(0) = (−1)nan این که به توجه با دوم طرف برای .
∫∞
0

e−axdx = 1
a

با است برابر فوق

∞∑
n=0

n∑
k=0

(
n

k

)
(−1)kak =

∞∑
n=0

(1− a)n =
1

a

می دهد. نشان را آن درستی که

انتگرال محاسبه برای .١۴ .۴ نکته

I =

∫ ∞

0

f(ax)− f(bx)

x
e−pxdx

،I =
∑∞

n=1
g(n)(0)
npn

داریم اصلی فرمول مطابق آن گاه .g(x) = f(ax) − f(bx) دهیم قرار است کافی

به عنوان .I =
∑∞

n=1
f (n)(0)
npn

(an − bn) بنابراین .g(n)(0) = (an − bn)f (n)(0) که است آشکار اما

p > a, b شرط با و نمونه

.I = p(a−b)
(p−a)(p−b)

آن گاه ،f (n)(0) = n اگر (الف)

.I = ln( p−b
p−a

) آن گاه ،f (n)(0) = 1 اگر (ب)

.I = ln( p+b
p+a

) آن گاه ،f (n)(0) = (−1)n اگر (پ)
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تساوی می توان سری دو ضرب و اصلی فرمول کمک به دراین صورت .f(0) = 0 کنیم فرض .١۵ .۴ نکته

داد نشان را ∫زیر ∞

0

∫ ∞

0

f(x)f(y)

xy
e−p(x+y)dxdy =

∞∑
n=1

n−1∑
k=0

f (k+1)(0)f (n−k)(0)

pn+1(k + 1)(n− k)
.

است. نیاز مورد زیر نکته ابتدا دیگر نمونه ارائه برای

است. برقرار زیر تساوی .١۶ .۴ نکته

n−1∑
k=0

ak =

[n−1
2

]∑
k=0

a2k +

[n
2
]−1∑

k=0

a2k+1.

می کنیم. حساب را زیر انتگرال .١٧ .۴ مثال

I =

∫ ∞

0

∫ ∞

0

cos(x− y)− cos(x+ y)

2xy
e−p(x+y)dxdy.

است چنین فوق انتگرال واقع در

I =

∫ ∞

0

∫ ∞

0

sin(x) sin(y)

xy
e−p(x+y)dxdy.

حساب فوق فرمول کمک به را آن این جا در ما است. π2

16
با برابر p = 1 ازای به آن مقدار که است آشکار که

f (2k+1)(0) = چون می کنیم. استفاده ١۴ .۴ نکته از و f(x) = sin(x) می دهیم قرار بنابراین می کنیم.

داریم ١۵ .۴ نکته به توجه با f (2k)(0) = 0 و (−1)k

I =
∞∑
n=1

1

pn+1

( [n−1
2

]∑
k=0

f (2k+1)(0)f (n−2k)(0)

(2k + 1)(n− 2k)
+

[n
2
]−1∑

k=0

f (2k+2)(0)f (n−2k−1)(0)

(2k + 2)(n− 2k − 1)

)
.

داریم لازم محاسبات انجام از پس ،n = 2m+ 1, p = 1 دهیم قرار اگر

I =
∞∑

m=0

m∑
k=0

(−1)k

2k + 1

(−1)m−k

2(m− k) + 1

=
( ∞∑
m=0

(−1)m

2m+ 1

)( ∞∑
m=0

(−1)m

2m+ 1

)
=

π

4

π

4
=

π2

16
.

..I =
(
tan−1(1

p
)
)2 داشت خواهیم دلخواه p > 1 برای
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همگرایی نتیجه آن کمک به و کرده بیان سری حسب بر را گوس انتگرال اینجا در گوس). (انتگرال ١٨ .۴ مثال

a > 1 آن در که را f(x) = xeaxe−x2 تابع منظور این برای می آوریم. به دست هرمیت چندجمله ای های برای

که کنیم یادآوری می گیریم. نظر در است شده فرض

Hn(x) = n!

[n
2
]∑

k=0

(−1)k(2x)n−2k

k!(n− 2k)!

است. زیر شرح به هرمیت چندجمله ای های مولد تابع هستند. هرمیت چندجمله ای های

e2tx−x2

=
∞∑
n=0

Hn(t)

n!
xn

آن گاه ،2t = a دهیم قرار اگر

f(x) =
∞∑
n=0

Hn(
a
2
)

n!
xn+1.

داریم اصلی فرمول طبق بنابراین .f (n)(0) = nHn−1(
a
2
) که دید می توان به راحتی نتیجه ∫در ∞

0

e−x2+(a−p)xdx =
∞∑
n=0

Hn(
a
2
)

pn+1

که دید می توان اما ،.p ≥ a آن در ∫که ∞

0

e−x2+(a−p)xdx =

√
π

2
e

(p−a)2

4

(
1− erf(

p− a

2
)
)

آن در که

erf(x) =
2√
π

∫ x

0

e−t2dt

داریم نتیجه در است. خطا تابع
∞∑
n=0

Hn(
a
2
)

pn+1
=

√
π

2
e

(p−a)2

4

(
1− erf(

p− a

2
)
)
.

می رسیم زیر نتیجه به آن گاه ،p = a دهیم قرار اگر
∞∑
n=0

Hn(
p
2
)

pn
=

p

2

√
π

داشت خواهیم آن گاه ،p = 2 کنیم فرض اگر و

∞∑
n=0

Hn(1)

2n
=

√
π

است. هرمیت چندجمله ای های درباره جدیدی و جالب نتیجه ی که
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فرمول به توجه با نمونه به عنوان کرد. اشاره نتایجی به می توان Hn(1) برای گوناگون صورت های به توجه با

Hn(1) =
2n+1e√

π

∫ ∞

0

e−x2

xn cos(
nπ

2
− 2x)dx

می شود نتیجه
∞∑
n=0

∫ ∞

0

e−x2

xn cos(
nπ

2
− 2x)dx =

π

2e

فرمول به توجه با یا

Hn(1) =
2n√
π

∫ ∞

−∞
e−x2

(1 + ix)ndx

می شود نتیجه
∞∑
n=0

∫ ∞

−∞
e−x2

(1 + ix)ndx = π.

می رسیم زیر نتیجه به بالا انتگرال دو هر محاسبه با

√
π = 1 + 1 +

1

2
− 1

2
− 5

4
− 1

4
+

23

8
+

29

8
− 103

16
− 335

16
+

257

32
+

3607

32
· · · .

قرار p = 2 اصلی فرمول در و بگیریم نظر در را fm(x) = xe2x−x2
(Hm(x))

2 تابع اگر کلی حالت در

رابطه به توجه با آن گاه ∫دهیم، ∞

−∞
e−x2

(Hm(x))
2dx = 2mm!

√
π

که می شود نتیجه
∞∑
n=1

f
(n)
m (0)

n2n
= 2mm!

√
π.

داریم m = 0 فرض با
∞∑
n=0

Hn(1)

2n
=

√
π

که می شود نتیجه محاسبات انجام از پس و m = 1 فرض با و H0(x) = 1 چراکه بالاست نتیجه همان که

∞∑
n=0

(n+ 2)(n+ 1)Hn(1)

2n
= 2

√
π.
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گاما تابع از دیگری نمایش .۵

و فیزیک جمله از علوم شاخه های تمام در شد معرفی ١٩٢٩ سال در اویلر توسط بار اولین که گاما تابع

بخش این در می دهیم. نشان را آنها ادامه در که دارد مختلفی نمایش های تابع این دارد. فراوان کاربرد مهندسی

برای می آوریم. به دست طبیعی مقادیر برای البته آن برای جدیدی نمایش نوشته، این اصلی فرمول کمک به ما

بنگرید. را [۶ ،٢] مراجع گاما تابع درباره دقیق تر اطلاعات

اویلر: نمایش (١)

Γ(x) =
1

x

∞∏
n=1

(1 + 1
n
)x

1 + x
n

.

اویلر: نمایش (٢)

Γ(x) = lim
n→∞

1 · 2 · 3 · · · (n− 1)

x(x+ 1)(x+ 2) · · · (x+ n− 1)
nx.

برنولی: نمایش (٣)

Γ(x) =

∫ ∞

0

tx−1e−tdt.

وایراشتراس: نمایش (۴)

Γ(x) =
e−γx

x

∞∏
n=1

(1 +
x

n
)−1e

x
n ,

آن در که

γ = lim
n→∞

(
n∑

k=1

1

k
− ln(n)) = −

∫ ∞

0

e−x ln(x)dx

= 2

∫ ∞

0

cos(x2)− cos(x)

x
dx

است. برابر 0.577 تقریبی مقدار با دارد نام اویلر-ماسکرونی ثابت

آن در که f(x) = xme(p−1)x کنیم فرض می پردازیم. خودمان نمایش به اکنون : جدید نمایش

که داد نشان می توان دراین صورت است. حقیقی عدد یک p > 1 و طبیعی عدد یک m

f (n)(0) = n(n− 1) . . . (n−m+ 1)(p− 1)n−m
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بنابراین

∞∑
n=1

f (n)(0)

npn
=

∞∑
n=m

n(n− 1) . . . (n−m+ 1)(p− 1)n−m

npn

=
1

pm

∞∑
n=m

n(n− 1) . . . (n−m+ 1)(
p− 1

p
)n−m (١ .۵)

داشت خواهیم هندسی سری طرفین از گرفتن مشتق بار (m− 1) با دیگر طرف از

(m− 1)!

(1− x)
=

∞∑
n=m−1

n(n− 1) . . . (n−m+ 2)xn−m+1 =
∞∑

n=m

(n− 1) . . . (n−m+ 1)xn−m

می شود نتیجه آن گاه x = p−1
p

دهیم قرار فوق سری در اگر

(m− 1)!pm =
∞∑

n=m

(n− 1) . . . (n−m+ 1)(
p− 1

p
)n−m (٢ .۵)

که می شود آشکار (٢ .۵) و (١ .۵) رابطه های از اکنون

Γ(m) = (m− 1)! =
∞∑
n=1

f (n)(0)

npn
.

داریم نتیجه در

Γ(m) =
∞∑
n=1

1

npn
dn

dxn

[(
xme(p−1)x

)]
|(x=0).

∑∞
n=1

1
nn سری درباره ایی نکته .۶

و سری این بنابراین است. نامعلوم آن مجموع تاکنون اما همگراست
∑∞

n=1
1
nn سری که است واضح

درباره اندکی آورده ایم به دست که فرمولی طبق ما بخش، این در است. ریاضیدانان توجه مورد آن مجموع مقدار

می شود داده نشان بعد گزاره در که اتحادی می دهیم. نشان دیگری به صورت را آن و می کنیم صحبت سری این

دوم سال دانشجوی رویای به و است شده ارائه سوئیسی ریاضیدان برنولی یوهان توسط ١۶٩٧ سال در ابتدا

معروف تازه وارد یا اول سال دانشجوی رویای به که (x+ y)n = xn + yn اتحاد با مقایسه در است معروف

شود. مراجعه [۴ ،٧] به بیشتر اطلاعات برای نیست. برقرار کلی حالت در که می دانیم و است

کنید ثابت .١ .۶ ∫گزاره 1

0

1

xx
dx =

∞∑
n=1

1

nn
.



محمدیان ر. ۶۴

نمایی تابع مکلورن سری از دوم مرحله در می بریم. به کار را x = e−t متغیر تغییر ابتدا اثبات برای برهان.

را سیگما و انتگرال جابجایی که می گیریم کمک مرجع همان ۵ .٣. ١ قضیه از سوم مرحله در می کنیم. استفاده

nt = s متغیر تغییر پنجم مرحله در می کنیم. منتقل واحد یک را n اندیس چهارم مرحله در می کند. تضمین

.Γ(n) = (n− 1)! می کند بیان که می گیریم کمک گاما تابع خاصیت این از آخر مرحله در می بریم. به کار را

نوشت: می توان شده گفته فرآیند ∫بنابر 1

0

1

xx
dx =

∫ ∞

0

(e−t)−e−t

e−tdt =

∫ ∞

0

ete
−t

e−tdt

=

∫ ∞

0

[ ∞∑
n=0

1

n!
tne−nt

]
e−tdt =

∞∑
n=0

1

n!

∫ ∞

0

tne−(n+1)tdt

=
∞∑
n=1

1

(n− 1)!

∫ ∞

0

tn−1e−ntdt =
∞∑
n=1

1

(n− 1)!
n−n

∫ ∞

0

sn−1e−sds

=
∞∑
n=1

1

(n− 1)!
n−nΓ(n) =

∞∑
n=1

1

nn
.

□

داد نشان می توان ∫هم چنین ∞

0

1

xx
dx =

∫ 1

0

ln( 1
x
)

xx
dx.

.h(x) = ex و g(x) = xexe
−x می کنیم فرض و گرفته نظر در را f(x) = xexe

−x
ex تابع اکنون

داریم اصلی فرمول طبق

∫ ∞

0

exe
−x

exe−pxdx =
∞∑
n=1

f (n)(0)

npn

می آوریم. به دست را زیر نتیجه محاسبات اندکی با و h(n)(0) = 1 اما

g(n)(0) =
n∑

k=2

(
n

k

)
k(1− k)n−k

داشت خواهیم لایبنیتز قاعده بنابر اکنون .n ≥ 2 آن در که

f (n)(0) =
n∑

k=0

(
n

k

)
g(k)(0).

داریم نتیجه در
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f (n)(0) = n+
n∑

k=2

k∑
r=2

(
n

k

)(
k

r

)
r(1− r)k−r.

داریم ١ .۶ گزاره به توجه با و p = 2 فرض با

∞∑
n=1

1

nn
=

∫ ∞

0

exe
−x

e−xdx =
∞∑
n=1

1

n2n
f (n)(0)

نتیجه در

∞∑
n=1

1

nn
=

1

2
+

∞∑
n=2

1

n2n
f (n)(0) =

1

2
+

∞∑
n=2

1

n2n
[
n+

n∑
k=2

k∑
r=2

(
n

k

)(
k

r

)
r(1− r)k−r

]
=

1

2
+

∞∑
n=2

1

2n
+

∞∑
n=2

n∑
k=2

k∑
r=2

1

n2n

(
n

k

)(
k

r

)
r(1− r)k−r

داریم نهایت در

∞∑
n=2

1

nn
=

∞∑
n=2

n∑
k=2

k∑
r=2

1

n2n

(
n

k

)(
k

r

)
r(1− r)k−r

=
∞∑
n=2

n∑
k=2

k∑
r=2

1

2n

(
n− 1

n− k, k − r, r − 1

)
(1− r)k−r

کند. کمک آن مجموع مقدار یافتن به شاید که است معروف سری این از دیگری بیان که

می آوریم. به دست را دیگری معروف انتگرال انتها در .٢ .۶ نکته

1

xx
=

∞∑
n=0

(−1)n
xn lnn x

n!

نتیجه ∫در 1

0

1

xx
dx =

∞∑
n=0

(−1)n

n!

∫ 1

0

xn lnn xdx

داریم ١ .۶ گزاره به توجه با

∞∑
n=0

(−1)n

n!

∫ 1

0

xn lnn xdx =
∞∑
n=0

1

(n+ 1)n+1
.
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دهیم قرار اگر اکنون
(−1)n

n!

∫ 1

0

xn lnn xdx =
1

(n+ 1)n+1
,

داشت خواهیم ∫آن گاه 1

0

xn lnn xdx =
(−1)nn!

(n+ 1)n+1

است زیر فرمول از خاصی حالت چراکه است درستی نتیجه که

∫ 1

0

xm lnn xdx =
(−1)nn!

(m+ 1)n+1
.

سپاس گزاری

غنی تر در که وسازنده اشان نظرات به خاطر مقاله، این محترم داور از تا می  داند خود اخلاقی وظیفه نویسنده
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انجام در (GN : SCU.MM403 · 648) پژوهانه قالب در اهواز چمران شهید دانشگاه فناوری و پژوهش
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