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Abstract 

Buckling of straight columns under concentrated stress has 

been studied for several decades. The buckling behavior of 

slender columns is well predicted, but the post-buckling 

behavior of wide columns with high aspect ratios (where 

geometric and material nonlinearity become critical) has 

not been investigated. In this paper, it was shown 

analytically that for a straight hyperelastic column, as the 

ratio of its length increases, it can be changed from 

continuous to regressive and elastic buckling. 

Accordingly, the sign of the initial slope after buckling 

also changes positively and eventually becomes positive 

again. Using an asymptotic analysis of continuum 

mechanics, the initial slope after buckling can be 

determined as a function of the aspect ratio of the column 

and then the critical aspect ratios for changing buckling 

states can be determined, which are in good agreement 

with the results of finite element analysis software 

simulations. It can also be seen that with increasing the 

shear-to-bulk ratio, which represents the compressibility 

of the material, the buckling mode transition from 

regressive to elastic buckling increases with a higher 

length ratio. A phase diagram of the buckling modes in 

terms of length ratio and shear-to-bulk ratio was also 

drawn. Several analyses are specific to a Hooke-like 

material, but other Hooke-like models also give similar 

results. Furthermore, with increasing the shear-to-bulk 

ratio, which represents the compressibility of the material, 

the transition between clamped buckling and rebound 

buckling is delayed to a critical length ratio. A phase 

diagram of the buckling modes with respect to the width-

to-length ratio and shear-to-volume ratio is constructed, 

which can be applied to other structural laws to study the 

nonlinear effects of different materials on post-buckling 

behavior. 
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1- Introduction: 

Column buckling, traditionally considered a failure mode, 

has recently emerged as a fundamental mechanism for 

designing mechanically functional metamaterials. This 

phenomenon enables tunable Poisson's ratios, 

programmable nonlinear responses, shape morphing, and 

multistability[1]. The buckling and post-buckling behavior 

of columns critically determines the performance of these 

metamaterials. Unlike simplified 1D joist models, our 

bifurcation analysis employs 2D continuum mechanics, 

incorporating both geometric and material nonlinearities, 

to accurately predict column behavior under axial 

compression [2]. 

Previous research has primarily focused on initial 

buckling behavior through incremental boundary value 

problem solutions. Koiter's asymptotic technique, widely 

applied to analyze post-buckling in various systems 

(including neo-Hookean materials, hyperelastic layers, 

and elastic tubes), serves as our methodological 

foundation. This study applies Koiter's approach to 

examine post-buckling in 2D rectangular blocks with 

diverse constitutive rules. Our findings reveal that uncut 

columns under controlled compression may exhibit 

unstable equilibrium paths characteristic of snapping-back 

buckling modes. While existing studies have explored 

some buckling behaviors, a comprehensive analysis of all 

possible buckling modes across different width-to-length 

ratios remains lacking. This work aims to address this 

research gap[3]. 

 

2- Buckling Mode Changes 

We initiated our investigation with finite element analysis 

using ABAQUS to identify three distinct buckling modes 

in straight hyperelastic columns with varying width-to-

length ratios under axial compression. The analysis 

employed the compressible neo-Hookean material model, 

with elastic energy density expressed as: 

https://mechanic-ferdowsi.um.ac.ir/article_45860.html?lang=en
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2D plane-stress simulations (CPE8H elements in 

ABAQUS) were performed for columns with width w and 

length L under axial displacement ∆𝑙 using the static Riks 

method, and the compressive response force F was 

calculated. Figure 1 shows a schematic of the system, in 

which both ends of the column can move in the horizontal 

direction while remaining straight. Reflective symmetry 

was assumed for axis X1, and thus only half of the column 

was simulated. Imperfections were introduced to the initial 

geometry to induce buckling and instability.  

 
Fig. 1. Schematic of a 2D hyperelastic column under 

compressive force F or displacement ∆𝒍 

Figure 1 presents the numerical results, illustrating three 

distinct buckling modes of straight hyperelastic columns 

with varying width-to-length (w/L) ratios under axial 

compressive loading. The strain (ω) was defined as Δl/L, 

where Δl represents the displacement between the 

column's two ends. The normalized force-strain (F/wμ-ω) 

curves were plotted along the equilibrium paths (see 

Figure 2). 

 

3. Continuum Mechanics-Based Asymptotic Analysis 

This section presents a continuum mechanics-based 

asymptotic analysis to evaluate the buckling and post-

buckling behavior of axially compressed columns. The 

analysis was extended to: 

1. Determine the initial post-buckling slope. 

2. Investigate the transition of buckling modes from 

continuous buckling to snapping-back buckling. 

 

3.1. Stability Analysis of Post-Buckling Paths 

This study examines the stability of post-buckling paths in 

axially compressed columns, with particular focus on: 

 The initial post-buckling slope. 

 The mode transition from continuous buckling to 

snapping-through buckling. 

 
 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. 2. (a) continuous buckling, (b) snapping-through buckling, and (c) snapping-back buckling (the shear modulus/bulk 

modulus was assumed to be 0 in the post-buckling analysis) 
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Fig. 3. Continuum mechanics-based asymptotic analysis 

 

Fig. 4. Bifurcation analysis 

 

 

Fig. 5. Post-buckling analysis 
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3.2. Bifurcation analysis 

Figure 4 represents the potential energy required for the in-

plane deformation of the half-column. 

 

3.3. Post-buckling analysis 

Once the critical strain 𝜔𝑐𝑟  for the onset of buckling and 

the corresponding mode 𝑢1 had been found, the 

displacement field u and compressive strain were 

asymptotically extended near the buckling point in the 

buckling equilibrium direction of the column. 

 

4. Conclusion 

The buckling of straight columns under axial compressive 

loads has been studied extensively in recent decades. 

While the buckling behavior of slender columns has been 

effectively predicted, the post-buckling behavior of wide 

columns with high *w/L* ratios (where geometric and 

material nonlinearities are crucial) remains unexplored. 

This paper analytically demonstrates that increasing the 

*w/L* ratio of a straight hyperelastic column changes its 

buckling mode from continuous buckling to snapping-

through and then to snapping-back buckling. 

Consequently, the initial positive slope becomes negative 

and then positive again as the *w/L* ratio increases. 

Using an asymptotic analysis based on continuum 

mechanics, the initial post-buckling slope can be expressed 

as a function of the *w/L* ratio, allowing determination of 

the critical *w/L* ratios for buckling mode transitions. 

These analytical results show good agreement with post-

buckling behavior simulations. 

Furthermore, an increase in the ratio of shear modulus 

to bulk modulus (representing material compressibility) 

raises the critical *w/L* ratio required for the transition 

from snapping-through to snapping-back buckling. 
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ه های لاغر بطور گسترده برای چندین دهه مطالعه شده است. اگرچه رفتار کمانش ستونه های صاف تحت فشار محوری بکمانش ستون  چکیده
ها غیرخطی هندسی و ماده حیاتی  )که در آنهای عرض به طول بالاهای عریض با نسبتبینی شده است ولی رفتار پس کمانش ستونخوبی پیش

صاف، افزایش نسبت عرض به طول  هایپرالاستیککه برای یک ستون  ه شدصورت تحلیلی نشان داده شود( بررسی نشده است. در این مقاله، بمی
لامت شیب اولیه پس کمانش نیز از مثبت همین اساس، ع تواند حالت کمانش آن را از کمانش پیوسته به فروجهشی و ارتجاعی تغییر دهد. برآن می

شیب اولیه پس  توانمیهای پیوسته اساس مکانیک محیط شود. با استفاده از یک آنالیز مجانبی برمثبت می نهایت مجددا در کند و به منفی تغییر می
های کمانش برای تغییر حالت را انیهای عرض به طول بحرو سپس نسبت ردحسب تابعی از نسبت عرض به طول ستون تعیین ک کمانش را بر

که با افزایش کرد دریافت  توانمی . همچنینرندمطابقت دا افزار تحلیل المان محدودنرمسازی خوبی با نتایج شبیهه که این نتایج ب ردمشخص ک
رتجاعی به یک نسبت عرض به طول پذیری ماده است، تغییر حالت کمانش از کمانش فروجهشی به انسبت مدول برشی به حجمی که بیانگر تراکم

 . اگرچه آنالیز برگردیدحسب نسبت عرض به طول و نسبت مدول برشی به حجمی نیز رسم  های کمانش بررود. یک نمودار فازی حالتبالاتر می
به توده،  ینسبت مدول برش شیبا افزا ن،یعلاوه بر اد. ننیز نتایج مشابهی دار شبه هوکیهای خاص است ولی سایر مدل شبه هوکیاساس یک ماده 

 کی. افتدیم قیبه تعو شتریعرض به طول ب یبه نسبت بحران کمانش برگشتیو  دارگیرهکمانش  نیمواد است، انتقال ب یریپذدهنده تراکم که نشان
 نیدر ا یشنهادیچوب پچار که به حجم ساخته شده است یکمانش با توجه به نسبت عرض به طول و نسبت مدول برش یهاحالتنمودار فاز از 

 مواد مختلف بر رفتار پس کمانش اعمال کرد. یرخطیغ هایمطالعه اثر یبرا ساختاری نیقوان ریسا یتوان برایرا م مقاله

 

 .آنالیز مجانبی، هایپرالاستیک، فرا مواد ،پس کمانش  های کلیدیواژه

 

 مقدمه 
عنوان نوعی گسیختگی )شکست( ماده در نظر ه کمانش ستون ب

از آن برای طراحی فرامواد کاربردی  به تازگیشود اما گرفته می
که در آن کمانش ستون  [1] شودمیاز لحاظ مکانیکی استفاده 

های مهم مانند نسبت پواسون قابل تنظیم مبنای بسیاری از ویژگی
، دگردیسی یا [3]ریزی های غیرخطی قابل برنامه، پاسخ[2]

است.  [5]پایداری چندگانه و  [4]شکل  (morphing) مورفینگ
روی رفتار این فرامواد  تشدبه ها کمانش و پس کمانش ستون

                                                           
 .باشدی م 8/8/1403 آن رشیپذ خیتار و 23/8/1402 مقاله افتیدر خیتار *
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 تأثیرگذار است.

ترین تعریف ساده (Euler’s elastica) ای اویلرمنحنی زنجیره 
های میله به صورتها برای کمانش ستون است که در آن ستون

 هایشکل اند که دچار تغییرسازی شدهالاستیک خطی مدل
کند که یک ستون صاف بینی میشوند. این مدل پیشکوچک می

است در یک شرایط  εیا برش  Fکه در معرض یک نیروی فشاری 
 Sشود و شیب پس کمانش دچار کمانش می εcrیا  Fcrبحرانی 
( یک مقدار ε-εcr)Fcr = S/(F-Fcrدر معادله )شود که می تعریف

https://mechanic-ferdowsi.um.ac.ir/article_45860.html?lang=fa
https://mechanic-ferdowsi.um.ac.ir/article_45860.html?lang=fa
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یط مرزی و هندسی ( دارد که مستقل از شرا1/2ثابت و مثبت )
های لاغر را خوبی رفتار کمانش ستون ه. این معادله ب[8]است 
ها ر پس کمانشی آنتر شدن ستون، رفتاکند اما با پهنبینی میپیش

کرنش حیاتی برای کمانش ستون  که کند چونتغییر می به شدت
در نتیجه رفتار غیرخطی هندسی ماده نقش  که ،شودمی زیاد
د. با افزایش نسبت عرض کنه پس کمانش ایفا میدی در ناحیکلی

صاف تحت فشار  هایپرالاستیکبه طول، حالت کمانش یک ستون 
شود. فروجهشی به ارتجاعی تبدیل می محوری از کمانش پیوسته

همین اساس، شیب پس کمانش اولیه از مثبت به منفی تغییر  بر

ینی رفتار بنهایت دوباره مثبت خواهد شد. برای پیشدر کند و می
های عریض، چندین مدل تیرچه پیشنهاد خمش و کمانش ستون

اما هیچ  [6]ای اویلر را توسعه دهند شده است تا منحنی زنجیره

های توانند تغییر حالتبعدی نمیتکهای تیرچه کدام از مدل
حسب نسبت عرض به طول را  کمانش فروجهشی و ارتجاعی بر

های تغییرشکل ،شده در مقالات های تیرچه ارائهنشان دهند. مدل
گیرند ولی ماده سازنده را خطی محوری و برشی را در نظر می

با افزایش  بینی کنندتوانند پیشها میمدل این که کنندفرض می
 1/2نسبت عرض به طول، شیب اولیه منحنی پس کمانش از 

برخی  به تازگیماند. یابد ولی همچنان مثبت باقی میکاهش می
ها خطی بودن ماده را در این مدل اند غیرتلاش کرده [6] محققان

پذیر قابل برش و بسط به صورتدر عین حال تیرچه  کهجا دهند 

تواند تغییرات شیب منحنی پس کمانش باشد. مدل پیشنهادی می
نشان دهد  از مثبت به منفی را با افزایش نسبت عرض به طول

گاه علامت شیب را نزیاد شود آ از حد ولی اگر این نسبت بیش

دلیل ه گرداند. علت این موضوع کرنش مرتبه بالا ببه مثبت برنمی
های عریض است که در ناحیه پس کمانش ستون بودن خطی غیر

استفاده شده در این  [7]همچنین فرض سینماتیکی . ناچیز نیست

غیرپیچشی در وضعیت  به صورتها )یعنی سطح مقطع تیرها مدل
های عریض معتبر ماند( برای ستونباقی می شکل یافته تغییر

 نیست.

بعدی، یک آنالیز تکهای تیرچه در مقایسه با مدل 
اساس مکانیک  بر (Bifurcation analysis) شدگیدوشاخه

های پیوسته و دوبعدی )که غیرخطی بودن هندسی و ماده محیط

تواند رفتار کمانش و پس کمانش گیرد( میرا در نظر می
بینی کند. شروع تحت فشار محوری را با دقت پیش هایستون

 مختلف های تحت فشار محوری در مقالاترفتار کمانش ستون

مقدار مرزی افزایشی بررسی شده است له ئمسبا حل کردن یک 
. برای تعیین مسیرهای تعادل رفتار پس کمانش و پایداری [8,9]

طور ه بمعرفی شد که  [10]ها، یک روش مجانبی توسط کویتر آن

پس کمانش یک نیم فضای له ئمسهای گسترده برای یافتن جواب
و  هایپرالاستیک، یک لایه [11] شبه هوکیتحت فشار از ماده 
تحت فشار  هایپرالاستیک ، یک لوله[12]نازک تحت فشار 

و یک میله الاستیک چسبیده به یک فونداسیون  [13]محوری 
از این روش  [15]اله مق این شود. دراستفاده می [14]الاستیک 

ی شکل و برای بررسی رفتار پس کمانش یک بلوک مستطیل

که در مختلف استفاده شده است  ساختاری قوانیندوبعدی با 
معلوم شد یک ستون نتراشیده که تحت فشار کنترل شده نهایت 

تواند یک مسیر تعادل ناپایدار داشته باشد که مربوط به است می

های کمانش برای . اما تمامی حالتحالت کمانش ارتجاعی است
به حسب نسبت عرض به طول  های تحت فشار محوری برستون

اند که دلیل اصلی برای انجام این تحلیلی بررسی نشده صورت
 پژوهش است.

گیری برگشت فنری، پس از اتمام تغییر شکل، برای انداره 
گر ها نسبت به یکدیمختصات دو نقطه انتهایی قطعات و فاصله آن

شود و بعد از باربرداری از قطعه و اعمال برگشت گیری میاندازه
استخراج و  دوبارهفنری روی قطعه، مختصات همان دو نقطه 

 .[16,17] شودگیری میاندازه

ها ها در ضخامت ورق نیاز است که تنشبرای بررسی تنش 
برای این  ها مقایسه گردد.بندی و تفکیک شده و مقادیر آندسته
 سازی تنش در آباکوس استفاده شده استخطیور از ابزار منظ

[18]. 

شیب اولیه منحنی له ئمسکه  مقاله مقصود این است در این 
تحت فشار  که و صاف هایپرالاستیکپس کمانش یک ستون 

 با استفاده از یک آنالیز پس کمانش مجانبی است محوری
(asymptotic post-buckling analysis) ستیسیته در چارچوب الا

های کمانش از و تغییر حالت شودهای بزرگ حل شکل تغییر

حسب نسبت عرض به  کمانش پیوسته، فروجهشی تا ارتجاعی بر
نتایج توسط تحلیل المان . قرار گیردبررسی  موردطول ستون 

های عددی و پیشین یافته (2)محدود تأیید خواهند شد. در بخش 

 هایپرالاستیکیک ستون  که ثابت کنندتا شوند داده میبسط 
تواند سه حالت کمانش ذکر دوبعدی و تحت فشار محوری می

شده را با تغییر نسبت عرض به طول خود نشان دهد. در بخش 
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های پیوسته انجام اساس مکانیک محیط یک آنالیز مجانبی بر (3)
های هندسی و ماده در مدل مورد خطی که شامل غیر داده شد

حسب تابعی از نسبت  مانش اولیه برنظر است تا شیب پس ک

های بحرانی عرض به طول تعیین شود. علاوه بر این، نسبت
و تأثیر  شدهای کمانش تعیین عرض به طول برای تغییر حالت

. گردیدپذیری ماده روی این مقادیر بحرانی بررسی تراکم

سازی به پس کمانش مطابقت خوبی با شبیه پاسخ هایبینیپیش
 مان محدود دارد.کمک روش ال

 
 هاي كمانشتغيير حالت

افزار تجاری با استفاده از نرمتحلیل المان محدود ابتدا  
تا سه حالت کمانش یک ستون ه شد انجام داد آباکوس

و صاف تحت فشار محوری با تغییر نسبت عرض  هایپرالاستیک
تحلیل المان . رابطه بنیادی استفاده شده در گرددبه طول آن تعیین 

پذیر با معادله چگالی تراکم شبه هوکیهمان قانون ماده  ودمحد
 انرژی الاستیک زیر است:

 
(1)                   W =

μ

2
[J−2/3tr(FFT) − 2] +

K

2
(J − 1)2  

بیانگر  ij𝛿+jX𝜕(/iu𝜕= ijF، iuشکل ) گرادیان تغییر Fکه در آن  
 Jر است(، بیانگر دلتای کرونک ij𝛿و  iXمکان در جهت  تغییر

به ترتیب مدول برشی و حجمی هستند. با  Kو  F ،μدترمینان 
در معادله  W، عبارت اول در انرژی کرنشی J-2/3داشتن ضریب 

شکل انحرافی است در حالی که عبارت دوم  فوق مربوط به تغییر
نهایت نزدیک به بی Kشکل حجمی است. هرگاه  مربوط به تغییر

ناپذیر است که تراکم شبه هوکیه شود، مدل فوق بیانگر یک ماد
هایپرالاستیک برای بیان یک ماده  (3)شکل  یهاسازیدر شبیه

 عمومی استفاده شده است.
ای دوبعدی )المان از نوع های کرنش صفحهسازیشبیه 

CPE8H هایی با عرض در برنامه آباکوس( برای ستونw  و طول
L جایی محوری هتحت یک جابΔl استاتیک وش با استفاده از ر

. گردید محاسبه Fالعمل تراکمی و نیروی عکس شدانجام  ریکس
توانند آزادانه در ها میهر دو قسمت انتهایی ستون (2) در شکل

مانند. تقارن بصاف باقی  به صورتامتداد جهت افقی بلغزند ولی 

به همین دلیل فقط نیمی از  که شدفرض  1Xبازتاب برای محور 
هایی به هندسه ها و عیبد. نقصنشوی میسازاین ستون شبیه

 شوند تا منجر به کمانش و ناپایداری شوند.اولیه وارد می

 
 

 )ج(                         )ب(                      )الف(

 

دال  کی کیالف( شمات: المان محدود یسازهیشب یراه انداز  1 شکل

ب( سلول  ،شده است لیها تشکسوراخاز  یامجموعه ازی که الاستومر

به  نجایمحدود. سلول واحد در ا یاجزا یسازهیشب یواحد مورد استفاده برا

را  ستمیتواند کل سیمشود که یمشناخته  یواحد هندس نیترعنوان کوچک

 یمرز طیسلول واحد توسط شرا نیخود بسازد. ا یو الگوساز یسازنهیآبا 

که به عنوان اختلاف  رد،یگیم قرار Δpو تحت فشار  شودیمتقارن محدود م

 ((Δp = pext - pint یفشار داخل نتیو پ یفشار خارج یفشار خارج نیب

طول شبکه در  راتییسلول واحد با تغ نیشکل ا رییج( تغو  شودیم فیتعر

شکل  رییروشن( و حالت تغ ی)آب افتهیشکل ن رییحالت تغ نیب yو  xجهت 

 شود.یم یریگاندازه( رهیت ی)آب

 

 
 

و دوبعدی )سمت چپ( قرار  هایپرالاستیکشماتیکی از یک ستون   2 شکل

دلیل تقارن، ه . بΔlجایی هیا یک جاب Fگرفته در معرض یک نیروی تراکمی 

سازی سازی و مدلفقط نیمه بالایی این ستون )سمت راست( برای شبیه

 .انتخاب شده است

 

تا  ه استشدطور خلاصه بیان ه ب (3)نتایج عددی در شکل  

 هایپرالاستیکهای سه حالت کمانش برای ستون که دنشان ده

و تحت  بوده ( متفاوتw/Lهای عرض به طول )صاف با نسبت

 و شد تعریف Δl/L به صورت εدارد. کرنش  قرارفشار محوری 

 Lبین دو انتهای ستون تقسیم بر طول اولیه آن  Δlجایی هجاب

در  F/wμ-εش کرنـ  های نرمال شده نیرواست. سپس منحنی

( و 3 )ستون دوم در شکلگردید  امتداد مسیرهای تعادل رسم
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ها های تغییر یافته در سه موقعیت خاص روی این منحنیشکل

 :ه شدنشان داد

( 2(، 3، ستون سوم در شکل 1ستون )نقطه  شروع کمانش( 1

[ )که یک تاشدگی 21-20,19] (Creasing) شدگیچروکشروع 

، ستون 2)نقطه سمت متراکم ستون بدون مقیاس است( روی ق

، 3لعمل )نقطه ابرگشتن نیروهای عکس (3 ( و3چهارم در شکل 

، ردیف w/L=0. 1کم باشد ) w/L(. هرگاه 3ستون پنجم در شکل 

پس از  به شدت F/wμ-εچند شیب منحنی  (، هر3دوم از شکل 

. این حالت ماندباقی میولی همچنان مثبت  یابدمی اهشکمانش ک

رفتار پس کمانش  که چون ندنامرا کمانش پیوسته میکمانش 

شوند. با پیوسته زیاد می به صورتپایدار است و نیرو و کرنش 

، ردیف w/L=0.1) شود.، رفتار کمانش ناپیوسته میw/Lافزایش 

که کرنش پس از  یابد در حالینیرو کاهش می (،3دوم از شکل 

یک شیب پس  شود و منجر به( زیاد می1نقطه کمانش )نقطه 

شدت ه ب یخود تماسدلیل ه نهایت بدر شود که کمانش منفی می

کمانش منفی  کمانش با یک شیب پسشود. این حالت زیاد می

 در کمان شود که معمولا کمانش فروجهشی نامیده می اصطلاحا 

باشد  w/L=0.2هرگاه [. 22شود ]عمق دیده میهای کمیا طاق

و و کرنش پس از نقطه کمانش (، نیر3)ردیف چهارم در شکل 

 هیابند و یک شیب پس کمانش مثبت را ب( کاهش می1)نقطه 

کرنشی ـ  چنین رابطه نیروآورند. این حالت کمانش با وجود می

[ و کمانش 23است ] (shell buckling) همانند کمانش پوسته

حالت  w/Lشود. در مجموع، با افزایش ارتجاعی نامیده می

نهایت در نش پیوسته به کمانش فروجهشی و کمانش از یک کما

همین اساس، شیب پس  یابد. بربه کمانش ارتجاعی تغییر می

نهایت در کند و میکمانش اولیه از یک مقدار مثبت به منفی تغییر 

ایجاد یک ساختار مرکب به منظور دستیابی  شود.مثبت می دوباره

به صورت به خواص مکانیکی متفاوت از مواد تشکیل دهنده آن 

که این تفاوت در خواص مکانیکی شامل تغییر  ،[24] مجزا است

 [25] باشددر استحکام کششی و مدول الاستیسیته و کرنش می

بحرانی برای  w/Lنتایج عددی پیشین نشان دادند که مقدار  

تغییر حالت کمانش از کمانش فروجهشی به کمانش ارتجاعی 

             است  24/0حدود  ناپذیرتراکم شبه هوکیبرای یک ماده 

بینی نشده پیش [6,7]های تیرچه موجود که در هیچ کدام از مدل

است.

 

 
 

روابط بین نیروی سه حالت کمانش ستون تحت فشار محوری: کمانش پیوسته )ردیف دوم(، فروجهشی )ردیف سوم( و ارتجاعی )ردیف چهارم(.   3شکل 

   ها با افزایش کرنش تراکمی دهند چگونه شکل ستونهای سوم تا پنجم نشان میستون. انددر ستون دوم رسم شده( ε( و کرنش )(F/wμتراکمی نرمال شده 

    برابر با صفر  آنالیز پس کمانشاستفاده شده در  μ/Kدهنده سطح کرنش لگاریتمی مینیمم هستند. نسبت مدول برشی به حجمی  ها نشانکند. رنگتغییر می

 است.
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 انبي مبتني بر مكانيك پيوستهتحليل مج

در این بخش، یک تحلیل مجانبی مبتنی بر مکانیک پیوسته  برای 
شده  های فشردهبررسی رفتار کمانش و پس کمانش ستون

. در اینجا تجزیه و تحلیل برای تعیین شیب داده شدمحوری انجام 
های کمانش از حالتو انتقال  داده شداولیه پس کمانش گسترش 

 .قرار گرفتبررسی  مورد به بازگشت به عقبپیوسته 

 

 هاي پيوستهاساس مكانيك محيط آناليز مجانبي بر

های اساس مکانیک محیط در این بخش یک آنالیز مجانبی بر

تا رفتار کمانشی و پس کمانشی  [26-15] ه شدپیوسته انجام داد
 این . دریردگ قرار بررسی مورد های تحت فشار محوریستون
های تحت فشار پس کمانش ستون های، پایداری مسیر[27]مقاله 

 داده شدهدر اینجا این آنالیز بسط  که محوری مطالعه شده است
های کمانش و تبدیل حالت گرددتا شیب پس کمانش اولیه تعیین 
 .یردگ قرار بررسی مورد از کمانش پیوسته به فروجهشی

 

 شدگيآناليز دوشاخه

نیم ستون  ایشکل صفحه تغییر انرژی پتانسیل مورد نیاز برای

 عبارت است از: (2)نشان داده شده در شکل 
 

Π[u; ε] = ∫
A

WdA = ∫
0

L

2∫
−

W

2

W

2 {
μ

2
[J−23tr(FFT) − 2] +

K

2
(J − 1)2} dX1dX22  

(2) 

تابع چگالی انرژی  Wجایی، هبیانگر میدان جاب uکه در آن  
 آید. معادله وردشیدست میه ب (1)الاستیک است که از معادله 

(variational equation) توان با اعمال اصل انرژی تعادل را می
 زیر است: به صورتدست آورد که ه پتانسیل ساکن ب

 

(3                                            )0u     Π′[u; ε]δu = 0  

 

 است. uنسبت به  Πمشتق مرتبه اول  ′Πکه در آن  

به وجود دارد که  (3) ایه )اصلی( برای معادلهیک جواب پ
شکل  شود. این جواب مربوط به تغییرنشان داده می  0u صورت

به های اصلی حسب کشیدگی توان آن را برهمگن است و می
 زیر نوشت: صورت

 

(4                         ) 0
𝑢

= [

0
𝑢1
0

𝑢2

] = [
(𝜆1 − 1)𝑋1

(𝜆2 − 1)𝑋2
]                

 

 2Xو  1Xهای دو کشش اصلی در جهت 2λو  1λکه در آن  
 آیند:دست میه هستند و از معادله زیر ب

 

(5                                        )𝜕𝑊

𝜆11
= 0                𝜆2 = 1 − 𝜀. 

ـ  دهد که تنش پیولانشان می (5)معادله اول در معادله  
 شود.ناپدید می 1Xاول در جهت  (Kirchhoff-Piola ) رشهفکی

 crεبه  εتا زمانی برقرار است که  (4)معادله  در 0u جواب پایه 

برای  (3)معادله برسد چون پس از آن جواب دیگری برای 

برای کمانش  crεآید. کرنش بحرانی دست میه کمانش ستون ب

مشخصه زیر له ئسمتحلیلی و با حل  به صورتتوان ستون را می

 :[15-10]تعیین کرد 
 

(6)                                     Π′′[u0(εcr); εcr]u1δu = 0  
 

مشتق دوم  ʹʹ𝛱که  δuجایی مجاز ههای جاببرای تمامی میدان 

Π حسب  برu ،است u
0

(εcr)  جواب اصلی درcrε 1وu   حالت

 کمانش است.

 :(6)در معادله  (2)ه گذاری معادلبا جای 
 
 

Π′′[u0(εcr); εcr]u1δu 

 

= ∫
0

L
2∫

−
W
2

W
2

∂2W[U0(εcr)]

∂UK,l ∂ui,j

ui,j
1 δuk,ldx1dx2 = 0  

(7) 

iو iuکه در آن  

1

u  های لفهؤمبه ترتیبu 1وu   در جهتiX 

j,() هستند و = ∂()/ ∂Xj گیری جزء به جزء به ما است. انتگرال

به دهد که می 1u لاگرانژ را برایـ  معادلات دیفرانسیلی اویلر

 زیر است: صورت
 

(8                                                )∂2w[u0(εcr)]

∂ukl ∂uij
uijl

1 = 0 
 

 :و شرایط مرزی متناظر با آن عبارتند از
 

(9                                )𝜕2𝑤[𝑢0(𝜀𝑐𝑟)]

𝜕𝑢𝑘𝑙𝜕𝑢𝑖𝑗
𝑢𝑖𝑗

1 = 0 𝑎𝑡𝑋1 = ±
𝑤

2
 

 

(10) δu2 = 0 and 
∂2w[u0(εcr)]

∂u12 ∂uij
uij

1 = 0 at X2 = 0 and L/2 
 

jl,() که  = ∂2()/ ∂Xj ∂Xl به ای معادله هاست. جواب

 :شوده میزیر نوشت صورت
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{u1
1 = (α1cosh z1X1 + α2cosh z2X1) cos

2πX2

L
  u2

1 
 

       = (α3sinh z1X1 + α4sinh z2X1) sin
2πX2

L
  

(11) 

ای مشخصه معادله دو ریشه مثبت چندجمله 2zو  1zکه در آن   
 :(9)و  (8)در معادلات  (11)گذاری معادله ا جایهستند. ب (8)

 

(12                                           )𝐴[𝑎1 𝑎2 𝑎3 𝑎4  ] = 0. 
 

زمانی  (12)یک جواب غیربدیهی )مخالف صفر( برای معادله  

از بین برود که به  Aوجود دارد که دترمینان ماتریس ضریب 

و معادله  (12).  به کمک معادله کردرا حل  rcεتوان کمک آن می

که منجر به حالت  ددست آوره ب را α1~α2ضرایب  توانزیر می

 شود.با نوسان واحد می 1u کمانش
 

(13                        ) 〈
1

u

1

u
〉 =

2

LW
∫

0

L

2∫
−

W

2

W

2 1

ui

1

ui
dx1dx2 = 1 

 

به نسبت مدول  crεبرای شروع کمانش ستون  کرنش بحرانی 

بستگی دارد.  w/Lو نسبت عرض به طول  μ/Kبرشی به حجمی 

حسب تابعی از  برای کمانش ستون را بر crεمقادیر  (3)شکل 

w/L  و سه نسبتμ/K دهد. به ازای یک متفاوت نشان میμ/K 

 به صورت crε، کرنش بحرانی w/Lمشخص و با افزایش نسبت 

 /Kμ به crεیابد. اما وابستگی از صفر افزایش مییکنواخت 

های با های ضخیم یعنی ستونیکنواخت نیست. برای ستون

w/L>0,35 حالت دارای یک ،μ/K  متوسط )منحنی قرمز رنگ

را دارد. زمانی که کرنش بحرانی  crεترین مقدار ( پایین3در شکل 

تر بالا بیش w/Lشدگی برای یک برای شروع کمانش از چروک

شدگی قبل از کمانش و در یک کرنش بحرانی گاه چروکشود آن

. کرنش بحرانی [28]دهد چین افقی( رخ میثابت )خطوط نقطه

ای برای شدگی تحت شرایط کرنش صفحهبرای شروع چروک

است  354/0( برابر با μ/K =0ناپذیر )تراکم شبه هوکییک ماده 

. [24]کند تغییر می یکنواخت غیر به صورتنیز  μ/Kو با افزایش 

 w/Lشدگی نیز فصل مشترک بین شرایط بحرانی کمانش و چروک

کند که در مقادیر کمتر از آن، ابتدا کمانش بحرانی را تعیین می

شدگی دهد و به ازای مقادیر بیشتر از آن نیز ابتدا چروکرخ می

            دهد.رخ می
 

 
w/L 

 

حسب تابعی از  ناپایداری ستون بربرای شروع  crεکرنش بحرانی   4شکل 

های مختلف مدول برشی به و به ازای نسبت w/Lنسبت عرض به طول 

ها بیانگر کرنش بحرانی برای کمانش ستون هستند در . منحنیμ/Kحجمی 

چین افقی نشان دهنده کرنش بحرانی برای نقطهحالی که خطوط 

این خطوط  همگن هستند. به صورتشدگی در یک دال فشرده شده چروک

کنند که در مقادیر کمتر از آن ابتدا بحرانی با هم برخورد می w/Lدر یک 

شدگی رخ دهد و در مقادیر بیشتر از آن نیز ابتدا چروککمانش رخ می

 دهد.می

 

 آناليز پس كمانش

برای شروع کمانش و حالت ویژه  crεبا تعیین کرنش بحرانی 
 به صورترا  εرنش فشاری و ک uجایی ه، میدان جاب1uمتناظر با آن

وار در نزدیکی نقطه کمانش و در امتداد مسیر تعادل مجانب
 :به دست آمدو معادلات زیر  ده شدکمانش ستون بسط دا

 

(14)                          u = u0(ε) + ξu1 + ξ2u2 + o(ξ3)  
 

(15)                                       ε = εcr + ξ2ε2 + o(ξ4)  
 

دلیل تقارن، فقط ه است. ب  1uدامنه حالت کمانش 𝜉که در آن  
وجود دارند به نحوی که  (15)در معادله  𝜉های توانی فرد عبارت

که از  εو  uندارد. از آنجایی که  εهیچ تأثیری روی  𝜉علامت 
آیند باید معادله دست میه ب (15) و( 14)معادلات 

∏ ′[u; ε]δu = اضی کنند بنابراین یک بسط سری تیلور را ر 0
 حول نقطه کمانش به ما عبارت زیر را خواهد داد:

 

 

(Πcr
′′

2

u
+

1

2
Πcr

′′′
1

u
2) δuξ2 + 

 

(ε2Π̇cr
′′ 1

u
+    Πcr

′′′ 1
u

2
u

+ 
1

6
Πcr

iv 1
u

3) δuξ3 + 0(ξ4) = 0  
(16) 

crε     
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که در آن
)(n

cr شتق مnام  در نقطه کمانش یعنی

∏ [u
0

(εcr); εcr](n) حسب  مشتق اول بر است وε  است. ضرایب
2𝜉  3و𝜉  جداگانه ناپدید شوند که یک  به صورتباید  در معادله

 دنبال خواهد داشت: هب  2u  معادله وردشی را برای
 

(17)                                   ∏
2

u
δu′′

cr +
1

2
∏

1

u2 δu′′′
cr = 0 

 

δuو عبارت زیر با قرار دادن  = u
 آید:دست میه ب ε2برای  1

 

(18)                                          ε2 = −
∏

1

u2
′′′
cr +

1

6
∏

1

u4
(iv)
cr

∏
1

u2
′′
cr

 

 

 داریم: (17)ر معادله د (2)گذاری معادله با جای 
 

∫ ∫ [
∂2w [

0
u

(εcr)]

∂ui,j ∂uk,l

]

w
2

−
w
2

L
2

0

2

uk,l

+ 

 

1

2
[

∂3w [
0
u

(εcr)]

∂ui,j ∂um,n ∂uk,l

1

uk,l

1

um,n

] δui,jdX1dX2 = 0 

(19) 

ه دیفرانسیل گیری جزء به جزء از این معادله نیز معادلانتگرال 

 خواهد داشت: 2uلاگرانژ زیر را برای ـ  اویلر
 

∂2w [
0
u

(εcr)]

∂ui,j ∂uk,l

2

uk,lj

+ 
 

1

2

∂3w [
0
u

(εcr)]

∂ui,j ∂um,n ∂uk,l

(
1

uk,lj

1

um,n

+
1

uk,l

1

um,nj

) = 0 

(20) 

 ز:و شرایط مرزی متناظر با آن عبارتند ا
 

∂2w [
0
u

(εcr)]

∂ui,j ∂uk,l

2

uk,l

+
1

2

∂3w [
0
u

(εcr)]

∂ui,l ∂um,n ∂uk,l

1

uk,l

1

um,n

 
 

= 0 at X1 = ±
w

2
 

(21) 

δu2 = 0 and
∂2w [

0
u

(εcr)]

∂u1,2 ∂uk,l

2

uk,l

+ 
 

1

2

∂3w [
0
u

(εcr)]

∂u1,2 ∂um,n ∂uk,l

1

uk,l

1

um,n
= 0 at X2 = 0 and L/2 

(22) 

دلیل تعامد ه خودکار برقرار است. ب به صورت (22)معادله  
 داریم: 2uو  1uبین 

 

(23                    )〈
1

u

2

u
〉 =

2

LW
∫

0

L

2∫
−

W

2

W

2 1

ui

2

ui
dx1dx2 = 0 

 

 توان به شکل زیر نوشت:را می (20) معادله هایجواب 
 

{
2
u1

= B1(X1) cos
4πX2

L
 + C1(X1) 

2
u2

 
 

= B2(X1) sin  
4πX2

L
   

(24) 

  توانمی (21)و  (20)در معادلات  (24)گذاری معادله با جای 
2u 2گذاری . سپس با جایددست آوره را بu  ر د (2)و معادله

 :ددست آوره ب 2εتوان عبارت زیر را برای می (18)معادله 
 

𝜀2 =

∫ ∫  
𝜕3𝑤 [

0
𝑢

(𝜀𝑐𝑟)]

𝜕𝑢𝑖,𝑗𝜕𝑢𝑘,𝑙𝜕𝑢𝑚,𝑛

1
𝑢𝑚,𝑛

1
𝑢𝑘,𝑙

2
𝑢𝑖,𝑗

𝑤
2

−
𝑤
2

𝐿
2

0
𝑑𝑋1𝑑𝑋2

∫ ∫  
𝑑

𝑑𝜀
(

𝜕2𝑤 [
0
𝑢

(𝜀)]

𝜕𝑢𝑖,𝑗𝜕𝑢𝑘,𝑙
) |𝜀 − 𝜀𝑐𝑟     

1
𝑢𝑘,𝑙

2
𝑢𝑖,𝑗

𝑑𝑋1𝑑𝑋2

𝑤
2

−
𝑤
2

𝐿
2

0

 

+

1
6 ∫ ∫

𝜕4𝑤 [
0
𝑢

(𝜀𝑐𝑟)]

𝜕𝑢𝑖,𝑗𝜕𝑢𝑘,𝑙𝜕𝑢𝑚,𝑛𝜕𝑢𝑝,𝑞

1
𝑢𝑝,𝑞

1
𝑢𝑚,𝑛
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𝑤
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−
𝑤
2

𝐿
2

0
 𝑑𝑋1𝑑𝑋2

∫ ∫  
𝑑

𝑑𝜀
(

𝜕2𝑤 [
0
𝑢

(𝜀)]

𝜕𝑢𝑖,𝑗𝜕𝑢𝑘,𝑙
) |𝜀 − 𝜀𝑐𝑟     

1
𝑢𝑘,𝑙

2
𝑢𝑖,𝑗

𝑑𝑋1𝑑𝑋2

𝑤
2

−
𝑤
2

𝐿
2

0

 

 (25) 

توان میدان می εبا داشتن یک کرنش فشاری مشخص  

روی مسیر تعادل کمانش ستون را با استفاده از  uجایی هجاب

متناظر  F. نیروی اعمال شده ددست آوره ب (15) و (14)معادلات 

 دست آورد:ه توان از معادله زیر برا نیز می εبا 
 

F = − ∫
∂w

∂u1,1
|

 

X2 = L/2

w
2

−
w
2

    dX1 = Fcr + ξ2F2 + 0(ξ4), 

(26)  

وی بحرانی برای کمانش ستون است. با ادغام نیر crFکه در آن  
 توانمی 2𝜉و حذف متغیر واسطه  (26)و  (15)کردن معادلات 
 :نوشترا به صورت زیر  εو کرنش  Fرابطه بین نیرو 

 

(27        ) (F − Fcr) ⁄ Fcr = S(ε − εcr) + o[(ε − εcr)2]  
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شیب پس کمانش در نزدیکی نقطه کمانش است  Sکه در آن  
 .آیددست میه و از معادله زیر ب

(28                                                          )S =
F2

ε2Fcr
  

 

برای تأیید این آنالیز پس کمانش، مسیرهای پس کمانش  
ر شرایط د آنالیز پس کمانشبا  (27)بینی شده توسط معادله پیش

μ/K=0.005   گردیدناپذیر( مقایسه تراکم تقریبا  شبه هوکی)مواد 
که بیانگر سه حالت  گردیدانتخاب  w/Lبرای  سه مقدار (.5)شکل 

 w/L= 0.2 (،)کمانش پیوسته  w/L= 0.1 کمانش ستون هستند:
در هر  )کمانش ارتجاعی(. w/L=0.3 و)کمانش فروجهشی( 

درصد بالاتر  1انش محدود به در ناحیه پس کم εحالت، کرنش 
تر )کمانش ارتجاعی( از )کمانش پیوسته و فروجهشی( یا پایین

فقط با  (27)است به نحوی که معادله  crεکرنش بحرانی مربوطه 
ارائه  F( بتواند تخمین دقیقی از نیرو crε-εیک عبارت خطی از )

برای مقادیر مختلف  (27)که در معادله  Sکند. شیب پس کمانش 
ه ب (28)توان با استفاده از معادله تعریف شده است را می w/Lز ا

 = w/L  ، برای02974/0برابر با  w/L= 0.1دست آورد که برای 

 06/12برابر با  w/L = 0.28برای و برای  -788/5برابر با   0.2
بینی شده توسط است. در نتیجه، مسیرهای پس کمانش پیش

 آنالیز پس کمانشتوسط )خطوط پررنگ آبی( و  (27)معادله 
خطای  دهای قرمزرنگ( مطابقت خوبی با هم دارند )درص)دایره

در ناحیه پس کمانش  ε (. حتی اگر کرنش5( )شکل 02/0کمتر از 
افزایش )کمانش پیوسته و  crεدرصد نسبت به کرنش بحرانی  5

)کمانش ارتجاعی( یابد باز هم برآوردهای  فروجهشی( یا کاهش
ی مسیرهای پس کمانش دقیق هستند )درصد برا (27)معادله 

 درصد(. 3/0خطای کمتر از 
بینی شده توسط آنالیز مجانبی های خمیده پیششکل یننچهم 

در ناحیه  εکه کرنش  شددر شرایطی مقایسه  آنالیز پس کمانشو 
 crε 95/0)پیوسته و فروجهشی( یا crε 05/1پس کمانش به
بینی شده خمیده پیشهای (. شکل6د )شکل یرس)ارتجاعی( می

در هر سه حالت کمانش  آنالیز پس کمانشتوسط آنالیز فوق با 
بزرگ است  w/Lگاه  همخوانی دارند. توجه داشته باشید که هر

 برای کمانش ارتجاعی(، ستون مطابق نظریه تیموشنکو )خصوصا 
(Timoshenko) [30,31] شود. شکل برشی زیادی می دچار تغییر

هایی که در حالت اول صاف هستند مقطع علاوه بر این، سطح
مانند که با فرض تیموشنکو و سایر پس از کمانش صاف باقی نمی

های تیرچه استفاده شده در نظریه تیموشنکو در تضاد است مدل
[32]. 

 

 

(a) w/l = 0.10 

 
 

(b) w/l = 0.20 

 
 

(c) w/l = 0.28 

 

 

بینی شده توسط آنالیز کمانش پیشپسمقایسه بین مسیرهای   5شکل 

 = μ/Kها( تحت شرایط )نقطه کمانشپسآنالیز مجانبی )خطوط پررنگ( و 

 b)، (w/L = 0.10)( پیوسته aبرای سه حالت کمانش ستون:    0.005

 (w/L = 0.28)( ارتجاعی c( و w/L=0.20فروجهشی )
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تحت  کمانشپسآنالیز های خمیده در آنالیز مجانبی و مقایسه شکل  6شکل 

 = w/L)( پیوسته aبرای سه حالت کمانش ستون:    μ/K = 0.005شرایط 

0.10) ،b) ( فروجهشیw/L =0.20 و )c( ارتجاعی )w/L = 0.28 شکل .)

های قرمز و سبز رنگ به اول بیانگر شکل اولیه ستون است در حالی که شکل

 انشآنالیز پس کمبینی شده توسط آنالیز مجانبی و ترتیب شکل خمیده پیش

تر )ارتجاعی( از درصد بالاتر )پیوسته و فروجهشی( یا پایین 5تحت کرنش 

 کرنش بحرانی هستند.

 

، ابتدا دو w/Lبا  Sبرای بررسی تغییرات شیب پس کمانش  
بررسی مورد  2εو  2Fیعنی  (28)در معادله  Sکننده پارامتر تعیین
 )شکل crε/2ε( و a7)شکل  crF/2F. مقادیر نرمال شده قرار گرفت

b7حسب تابعی از  ( برw/L های مختلف و نسبتμ/K  شدرسم 
 2εو  2F، هر دو پارامتر L/wو به این نتیجه رسید که با افزایش 

یابند و در یک یکنواخت از یک مقدار مثبت کاهش می به صورت
L/w 2  =0اگر رسند. خاص به صفر میF  2وε  یک مقدار مثبت

2ε کند ولی اگر ه منفی تغییر میاز مثبت ب Sگاه علامت باشد آن

نهایت منفی از بی Sگاه علامت یک مقدار منفی باشد آن 2Fو   =0
 کند.نهایت مثبت تغییر میبه بی
 μ/Kو مقادیر مختلف از  w/Lحسب تابعی از  بر Sسپس  

، زمانی که ستون μ/K(. برای تمامی مقادیر 7)شکل  شدرسم 
w/L)نهایت لاغر است بی << شروع  5/0با  Sشیب   (1
ای اویلر مطابقت دارد. های منحنی زنجیرهبینیشود که با پیشمی

چه ستون  ، هر μ/K=0.005ناپذیر با  تراکم برای یک ماده تقریبا 
شود ولی کم می Sشود( شیب زیاد می w/Lشود )تر میکلفت
باشد چون در این  w/L = 0.103ماند تا زمانی که می باقی مثبت

کند. علامت ت کمانش از پیوسته به فروجهشی تغییر مینقطه، حال
S  درw/L = 0.238 کند که از منفی به مثبت تغییر می دوباره

دهنده تغییر حالت کمانش از فروجهشی به ارتجاعی است. نشان
گاه  با نتایج عددی پیشین همخوانی دارد. هر w/L = 0.238این 
μ/K تر داریم، علامت پذیرتر است یعنی یک ماده تراکمبزرگS 

بحرانی برای تغییر حالت کمانش  w/Lکند ولی دوبار تغییر می
 یابد.افزایش می

 
 

 )الف(

  
 

 )ب(
 

( نیروی aهای درجه دوم نرمال شده در آنالیز مجانبی )عبارت  7شکل 

حسب تابعی از نسبت عرض به طول  بر ε( کرنش فشاری bو ) Fفشاری 

w/L ز مدول برشی به حجمی های مختلف او نسبتμ/K( شکل داخلی .a )

دهد که در آن علامت نیرو از مثبت به منفی تغییر ای را نشان میناحیه

 .کندمی
 

 μ/Kبرای بررسی کامل تأثیر نسبت مدول برشی به حجمی  
( a9های کمانش، یک نمودار فازی )شکل روی تغییر حالت

 -w/Lفضای  تا مرزهای بین سه حالت کمانش را در ه شدکشید

μ/K  نتایج نشان داد که  د.نشان دهμ/K تواند تبدیل حالت می
کمانش از فروجهشی به ارتجاعی را به عقب بیندازد تا در یک 

w/L  بالاتر رخ دهد ولی نسبتμ/K  تأثیر کمتری روی تغییر
 μ/Kحالت کمانش از پیوسته به فروجهشی دارد. این اثر شدید 

توان به وضوح را می w/Lفزایش کمانش با اپسروی مسیرهای 
-F/wμهای ها شیب منحنیدید که در آن (b-d-9)های در شکل

ε  کمانش تحت پسدر ناحیهμ/K  مختلف در یکw/L  پایین
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ها در یک ( در حالی که این شیبb9با هم برابرند )شکل  تقریبا 
w/L  شکل با هم فرق دارند بالا کاملا(9 های-c-d). 

 
(a) 

 
 

(b) 

 
 

 w/Lحسب تابعی از نسبت عرض به طول  بر Sکمانش پسشیب   8شکل 

نمای ( (μ/K.aهای مختلف از مدول برشی به حجمی تحت نسبت

         از مثبت به منفی تغییر Sای علامت ( در ناحیهbنمایی شده )بزرگ

 کند.می

(a) 

 
 

 

 (b) w/L= 0.10 

 
 

(c) w/l = 0.24  

 
 

 

 (d) w/L= 0.34 

 
 
 

( نمودار فازی aهای کمانش. )روی تغییر حالت μ/Kتأثیر نسبت   9شکل 

. خطوط سیاه رنگ بیانگر w/Lو  μ/Kحسب نسبت  های کمانش برحالت

ـ  های نرمال شده نیرو( منحنیb-dهای کمانش هستند، )مرزهای بین حالت

ه مختلف که از آنالیز مجانبی در شرایط زیر ب μ/Kتحت  F/wμ-εکرنش 

 و w/L = 0.1 ،(c) w/L = 0.24 (b) اند: دست آمده
 (d) w/L = 0.34 
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 گيرينتيجه

طور گسترده ه های صاف تحت فشار محوری بکمانش ستون
چه رفتار کمانش  برای چندین دهه مطالعه شده است. اگر

کمانش پسبینی شده ولی رفتار خوبی پیشه های لاغر بستون
ها رض به طول بالا )که در آنهای عهای عریض با نسبتستون

شود( بررسی نشده است. این خطی هندسی و ماده حیاتی می غیر
که برای یک ستون  دهدمیتحلیلی نشان  به صورتمقاله، 

تواند صاف، افزایش نسبت عرض به طول آن می هایپرالاستیک
حالت کمانش آن را از کمانش پیوسته به فروجهشی و ارتجاعی 

ین اساس، علامت شیب اولیه پس کمانش نیز از هم تغییر دهد. بر
شود. با مثبت می دوبارهنهایت در کند و مثبت به منفی تغییر می

های پیوسته اساس مکانیک محیط استفاده از یک آنالیز مجانبی بر
حسب تابعی از نسبت  شیب اولیه پس کمانش را بر توانمی

به های عرض و سپس نسبت ردعرض به طول ستون تعیین ک
که این  شد های کمانش مشخصی تغییر حالتطول بحرانی برا

مطابقت  آنالیز پس کمانشسازی خوبی با نتایج شبیهه نتایج ب
با افزایش نسبت مدول برشی به حجمی که  داشت. همچنین

پذیری ماده است، تغییر حالت کمانش از کمانش بیانگر تراکم
رود. بالاتر میفروجهشی به ارتجاعی به یک نسبت عرض به طول 

حسب نسبت عرض  های کمانش برحالت برای یک نمودار فازی
چه  به طول و نسبت مدول برشی به حجمی نیز رسم شد. اگر

خاص است )معادله  شبه هوکیاساس یک ماده  بر این مقالهآنالیز 
نیز نتایج مشابهی دارد.  شبه هوکیهای ( ولی سایر مدل4-1

توان برای قوانین له را میقاچارچوب پیشنهاد شده در این م
های ماده دیگر نیز استفاده کرد تا تأثیر انواع غیرخطی ساختاری

روی رفتار پس کمانش آن مشخص شود. این پژوهش اطلاعات 
 این مقاله هایکند و یافتهش ستون فراهم میجدیدی درباره کمان

د برای طراحی فرامواد مکانیکی که برای کارکرد خود به توانمی
 مانش ستون متکی هستند استفاده شوند.ک
 

 نامهواژه
 Morphing مورفینگ

 Euler’s elastica  ای اویلرمنحنی زنجیره

 Bifurcation analysis  شدگیدوشاخهآنالیز 

 Asymptotic post-buckling analysis  کمانش مجانبیپسآنالیز 

 Creasing شدگیچروک

 Shell buckling  کمانش پوسته

 Variational equation   وردشیمعادله 

 Piola-Kirchhoff           کیرشهفـ  تنش پیولا

 

 تقدیر و تشكر 
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